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Avant-Propos 


A l’aube de la réforme de la structure de nos enseignements et du passage 
au L-M-D (Licence, Master, Doctorat), il nous a paru utile de fournir à nos 
étudiants des outils adaptés à ces nouveaux modes de fonctionnement. 


Les rappels de cours et les exercices 


Le contenu de cet ouvrage s'adresse aux étudiants des premières années 
de l’Université (L1,L2) et à ceux des Classes Préparatoires aux Grandes 
Ecoles. 

Sa lecture nécessite que soient requises les notions fondamentales relatives 
au langage ensembliste et aux structures algébriques élémentaires, ainsi que 
la pratique des nombres entiers, rationnels et réels. Dans les exercices, il sera 
également fait appel aux divers thèmes développés dans l’enseignement se- 
condaire. 

Chaque chapitre contient un rappel de cours conséquent et une liste 
d'exercices, chacun d’entre eux étant suivi d’une solution rédigée avec soin. 
Nous avons retenu les types d'exercices qui reviennent immanquablement 
dans les sujets d'examen et de concours, en nous attachant à mettre en évi- 
dence les raisonnements utilisés. 


Une méthode … vers l’auto-formation 


Classés dans chaque section par ordre de difficulté croissante, les exercices 
permettront au lecteur de tester son niveau et sa progression. Les rappels de 
cours viennent en appui de ce dispositif. S'ils ne remplacent évidemment pas 
un cours complet, ils servent de référence systématique dans les solutions des 
exercices. De ce fait, le lecteur peut acquérir de façon autonome les bases 
des connaissances indispensables à la poursuite de ses études. Si le sujet le 
passionne, (ce qui est le but de notre entreprise), il aura tout loisir de l’ap- 
profondir. 
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Chapitre 1 


Nombres complexes 


1.1 Rappels de cours 


Il s’agit ici de rappeler une construction classique du corps des nombres 
complexes, et d’énoncer ses principales propriétés. Nous n’utiliserons a 
priori que les résultats classiques sur les nombres réels, supposés acquis 
depuis longtemps par le lecteur, les notions de loi de composition et de 
relation définies sur un ensemble, celles de groupe et d’espace vectoriel 
réel. 


1.1.1 Définitions et propriétés générales 
Dans tout ce qui suit, le corps des nombres réels sera noté (R, +..). 


Sur l’ensemble R x R des couples de nombres réels, on définit une loi de com- 
position interne appelée addition, encore notée abusivement +, en posant, 
pour tous couples (x,y) et (x’,y’) de R X R : 


(x,y)+(x,y) = (x +zx,y+y). 


— Cette loi est associative, 1.e. pour tous couples (x, y), (x',y/) et (x”,y”) 
deR X R : 


[Ce, y) + (a, 9] + (9) = (y) + [(x°, 9°) + (7, y]. 
— Elle est commutative, i.e. pour tous couples (x, y) et (x’,y’) de RXR : 
(x, y) + (2,9) = (x°,y°) + (x, y). 


— Elle possède (0,0) comme élément neutre, i.e. pour tout couple (x, y) 
deR x R : 


(x, y) + (0,0) = (0,0) + (x,y) = (x, y). 
— Tout élément (x,y) de R x R possède un symétrique (appelé opposé) 
qui est (—x, —-y). 
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Autrement dit, 
Proposition 1 (Rx R,+) est un groupe commutatif. 


On définit sur R x R une seconde loi de composition interne appelée multi- 
plication, encore notée abusivement . , en posant, pour tous couples (x, y) et 
(x’,y) dRXR: 

(&,y).(x", y) = (ax — yy',zy + yz'). 


— Cette loi est associative, 1.e. pour tous couples (x, y), (x’,y/) et (x”,y”) 
deRXR : 


Ge, y).(x’,y)].(&", 9) = (x, y).[(x’, y). (x, y]. 


— Elle est commutative, 1.e. pour tous couples (x, y) et (x’,y) de RXR: 


(z,y).(x", y) = (x°,y°).(æ, y). 
— Elle est distributive par rapport à l'addition, i.e. pour tous couples 
(x, y), (x’,y') et (x”,y”) de R X R : 
LGe, y) + (&, 91.2", 9) = (a, v).(&”, 9) + (a, y). (x, 9), 


(2, y).[(e",)] + (2°, 9) = (a, y).(a', y) + (my). (x, 97). 

— Elle possède (1,0) comme élément neutre, i.e. pour tout couple (x, y) 

de R x R : 

(x, y).(1,0) = (1,0).(x, y) = (x, y). 

— Tout élément (x,y) de RXR, (x,y) # (0,0), possède un symétrique 

(appelé inverse) qui est l’élément 
° (7, 1 

+2 x +y 


En résumé, 


Proposition 2 (R x R,+,.) est un corps commutatif. 


Définition 1 — Muni des deux lois de composition internes définies ci- 
dessus, l’ensemble R x R est noté C. 
— Le triplet (C,+,.) est appelé le corps des nombres complexes. 


Notons que si z et z/ sont des nombres complexes, le produit 2.2’ sera la 
plupart du temps noté tout simplement zz/. 


Il est facile de vérifier que l’application j, de R vers C, définie en posant pour 
tout reR 


j(x) — (æ, 0) 
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est un morphisme du corps (R,+,.) vers le corps (C,+,.), t.e. pour tous 
nombres réels x et x’ 


j@+z)=3j()+5() et j(c2) = j(x).j(). 


De plus, ce morphisme est injectif. Il en résulte que l’image R x {0} de R 
par j est un sous-corps de (C,+,.) isomorphe au corps des nombres réels. Il 


est alors commode d'identifier tout nombre réel x avec le nombre complexe 
(x, 0). 


On a coutume de noter le nombre complexe (0, 1). On a alors, compte tenu 
des conventions ci-dessus : 


et tout z = (x,y) € C s'écrit 
Zz = T +1. 


Cette écriture s’appelle la forme algébrique du nombre complexe z. Le nombre 
réel x est appelé partie réelle de z et est noté Re(z), tandis que le nombre réel 
y est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z). Un nombre complexe 
dont la partie réelle est nulle est dit imaginaire ou imaginaire pur. 


Il est clair que des nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont 
même partie réelle et même partie imaginaire. 


Ainsi par exemple, 
e 2+41i est un nombre complexe dont la partie réelle est 2 et la partie 
imaginaire est 4; $+mi est un nombre complexe dont la partie réelle 
est 5 et la partie imaginaire est 7 ; 


© (3+ 2i) + (5 — 3i) = (3 +5) + (2x — 3)i = 8 + (2 — 3)i; 


© (3+2mi).(5 — 3i) — 15 — Yi + 10mi — 671? = (15 + 6x) + (10r — 9)i, puisque 
7 = —1. 


Notons encore que l’ensemble € muni de l’addition des nombres complexes 
et de la loi de composition externe définie en posant pour tout À € R et tout 
z = (x,y) EC: 

À2 = (Xx, Ày) 
est un espace vectoriel sur R de dimension 2, dont une base est constituée 
des vecteurs 1 = (1,0) et i = (0,1). 


1.1.2 Conjugué 


Définition 2 Pour tout nombre complexe z = x + iy, on définit le nombre 
complexe 7, appelé conjugué de z, en posant : 


Z=T—1ÛY. 
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Ainsi par exemple, le conjugué du nombre complexe 2 = 2+31 est z — 2—31. 


Proposition 3 Soient z et 2’ des nombres complexes. Alors : 


z+z'=2z+2!, 
2.2! = 2.2/, 
Z = 2, 


Re(2) = (c +2, 


Im(z) = (2 — 2). 


1.1.3 Module 


Définition 3 Pour tout nombre complexe z = x + iy, le nombre réel noté 


|2|, défini par 
al = VE 


est appelé le module de z. 


Ainsi par exemple, le module du nombre complexe z = 2 + sin(l)i est 


[2 = 4/4 + (sin 1)?. 


Proposition 4 Soient z et 2’ des nombres complexes. Alors : 


21 > 0, 
:1=0 = 2=0, 
1 = le, 
2.2 = |2/?, 
e+21<1a+121, 
Lal—121| < 12 71, 
|2.2/ = |2|.12/|. 


Notons encore que si l’on pose U = {2 € C;|z| = 1}, U est un sous-groupe 
du groupe (C*,.). 


1.1.4 Racines carrées et équation du 2-ème degré 


Définition 4 Soit Z € C. Un nombre complexe z tel que 2? = Z s'appelle 
une racine carrée de Z. 


Le lecteur aura remarqué que (C,+,.) étant un corps, le nombre complexe 0 
possède une seule racine carrée qui est 0. D’autre part, 
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Proposition 5 Tout nombre complexe non nul possède deux racines carrées 
qui sont opposées. 


À l’aide d’un exemple, exposons un procédé permettant de les calculer. 


Exemple - On se propose de déterminer les racines carrées du nombre 
complexe 7 + 24i t.e. les nombres complexes 2 = x + iy, tels que 


2? = 7 + 24i. (1.1) 
Dire qu’un nombre complexe 2 = x + iy vérifie 1.1 signifie que 
(x + iy)? = 2°? — y? + 2xyi = 7 + 24i, 
soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 
ay —=7 et 2ry = 24. (1.2) 
D'autre part, |2?| = 72 + 242 = V/625 = 25, soit encore : 


r? + y? = 25. (1.3) 

De 1.2 et 1.3 on déduit : 
z?=16 et y” =. (1.4) 
d'où zl=4 et |y| =3. (1.5) 


Enfin, la relation 2xy = 24, 1.e. xy = 12 > 0, implique que zx et y sont des 
nombres réels de même signe. Il en résulte que les deux racines carrées 
de 7 + 24i sont : 

nn =4+38 et 22 = —4 — 3. 


Proposition 6 Soient a, b et c des nombres complexes, a Z 0. On considère 
l'équation 
az? +bz+c=0, (1.6) 
où l’inconnue est z, et on pose À = b? — 4ac. 
e Si À 0, l'équation 1.6 possède dans € deux solutions : 


_ b+ô et 7 = + (1.7) 


2a 2a 


où 01 et 02 sont les deux racines carrées de À. De plus, 


21 


b 
21 + 22 — Ta et 2122 = . (1.8) 


e Si À = 0, l'équation 1.6 possède dans € une seule solution 


—b 
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Ilustrons ce résultat par l’exemple suivant : 


Exemple - On se propose de déterminer les solutions complexes de l’équa- 
tion 
12? + (1 — 5i)z — 2 + Gi = 0. (1.9) 
On a : 
A = (1— 56)? — 4i(—2 + 6i) = —-2i £ 0. 
On calcule alors, comme nous l’avons fait dans l’exemple précédent, les 
deux racines carrées de À. On trouve : 


01 =1—-i et 2 = —-1+1. (1.10) 
On applique alors les formules 1.7. Les deux solutions de l’équation 1.9 
sont : 


—1+5+1—-: —1+5-1+1 
= —— —)1 et LI = — 


71 21 21 


= 3+i. (1.11) 


1.1.5 Argument 


Dans cette section, nous utilisons les propriétés élémentaires des fonc- 
tions circulaires sin, cos et tan. 


On montre aisément que l’application @, de R vers C, définie en posant pour 
tout 0 ER, 
(8) = cos0 +isin6, 


est un morphisme du groupe (R, +) vers le groupe (C*,.), dont l’image est 
l’ensemble U des nombres complexes de module 1. En outre, l’ensemble des 
nombres réels dont l’image par @ est nulle n’est autre que l’ensemble 27Z des 
nombres réels du type 27k, où k € Z. On pose alors la définition suivante : 


Définition 5 Soit z E C*. L'un quelconque des nombres réels 0 qui est élé- 
ment de l’ensemble ? (ÉD), image réciproque de FI par ®, est appelé un 
argument du nombre complexe z. 


Par suite, si z € C*, et si 0 est un argument de z, nous pouvons écrire 
? pl ? 
z = |z|(cos 0 + isin 0). 


Cette écriture est appelée une forme trigonométrique du nombre complexe 
Z. 


Par exemple, si z = 2V3 + 2, une forme trigonométrique de z s’écrit 


z = 4(cos 5 + sin Si). 
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Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que pour un nombre complexe 
non nul donné 2, si 0 est un argument de 2, il en est de même de 0 + 2xk, 
pour tout k € Z. On note Arg(z) l’unique 8 € [0,2r| tel que 


z = |2|(cos 0 + isin 0). 


Il est commode d'introduire la notation suivante : si a et b sont des nombres 
réels tels qu'il existe k € Z vérifiant a — b — 2rk, on écrira 


a = b [2x] 
ce qui se lit ”a est congru à b modulo 27”. On démontre alors : 
Proposition 7 Soient z et z! des nombres complexes non nuls. Alors : 


Arg(z.2') = Arg(z) + Arg(z') [2x], 
Arg(z) = —Arg(z) [2x], 
2+21=12+17l = Arg(z) = Arg(z) [27]. 
1.1.6 Notation exponentielle 
Pour tout 0 ER, on pose : 
e = cos 0 + isin 0. (1.12) 


Par suite, la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul dont 8 
est un argument s'écrit encore 


z = |zle. 


On montre à l’aide des propriétés des fonctions trigonométriques (ce qui 
justifie le choix de cette notation exponentielle) : 


Proposition 8 Soient 0 et 0’ des nombres réels. Alors : 
ei(0+07) = ei6 ei9”, (1.13) 
Corollaire 1 Soient 0 ER et n € N*. Alors : 


( y" _ eirt. 
Ceci se traduit en notation trigonométrique par 


Corollaire 2 - Formule de de MOIVRE -! Pour tous 0 ER etne N* : 


(cos 0 + isin 0)" = cos n +isin ne. (1.14) 


1. Abraham de MOIVRE (1667- 1754) - Mathématicien français qui dut s’exiler en 
Angleterre où il publia la plupart de ses travaux, aussi bien dans le domaine de l’analyse 
que celui des probabilités. 
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En utilisant 1.12, on peut également exprimer les fonctions trigonométriques 
d’un nombre réel 0 sous forme exponentielle, à savoir : 


Proposition 9 - Formules d'EULER - ? Soit 0 ER. Alors : 


i0 —10 i0 —10 
cos Ô = — — et sin0 = ———. (1.15) 


1.1.7 Racines n-ièmes 


Définition 6 Soit n € N*, et soit Z € C. Un nombre complexe 2 tel que 
® = Z s'appelle une racine n-ième de Z. 


Le lecteur aura remarqué que (C,+,.) étant un corps, le nombre complexe 0 
possède une seule racine n-ième qui est 0. D'autre part, 


Proposition 10 Tout nombre complexe non nul Z = |Zle** dont 0 est un 
argument, possède n racines n-ièmes, 20, 21, .…, 2n-1, qui sont, pour k E N, 
O<k<n—1i, 


2k = ZIr ein +). (1.16) 
soit, en notation trigonométrique, en écrivant Z = |Z|(cos 0 +isin 0), 
27k 27k 
2k = ZI» (os(? + —) + isi in(? + nl (1.17) 


Exemple - On se propose de déterminer les racines 3-ièmes du nombre 
complexe 2 + 2. Mettons ce nombre complexe sous une forme trigono- 
métrique. Pour ce faire, calculons : 


[2 + 2il = 4/22 +22 = V8 = 72 


et écrivons : 


2 +2 i) = 2V2(c0s + + isin 


+ rà 


Il nous suffit maintenant d’utiliser les formules 1.17 pour écrire les trois 
racines 3-ièmes de 2 + 2i. Ce sont : 


20 =(2V5)4 (cos À + sin À) = VA(cos À + ésin À) 
4 eh en(Z + _ + isin(S + 2 = V2(cos 7 +isin T) 
2 =(2V2)3  [cos( 7) + isin(— ,# 3 )= = Va(cos 7 +isin —) 


2. Leonhard Paul EULER(1707- 1783) - Mathématicien et physicien suisse qui passa 
la plus grande partie de sa vie à Saint-Pétersbourg et à Berlin. Son oeuvre, aussi bien dans 
le domaine de l’analyse mathématique, de la géométrie, de la théorie des nombres, de la 
mécanique ou de l’astronomie, est considérable. 
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Etudions le cas particulier des racines n-ièmes de 1. Notons wo,w1,.….,wn-1 
les n racines n-ièmes de 1. Il résulte de la Proposition 10 que pour tout k E N, 
O<k<n—1i, 


2irk 
WE = En . 





On peut remarquer que pour kEN,0O<k<n—1i, 





En effet, 
n—-]1 n—1 1 w 
k _ w] 
\ Uk = > WU = — = 0 
k= k=0 lu 


De plus, il est facile de vérifier que si l’on note U, = {z € C; 2" = 1}, U, est 
un sous-groupe du groupe (U,.) des nombres complexes de module 1. 


Notons encore que pour ñn = 3, les trois racines cubiques de 1 sont : 


i ir 1 
wo = 1, W=eS = Wo = e + = lis (1.18) 


On a coutume de noter j = w, de sorte que l’on a : 


wa = j? = 7 


1+3+ 75? = 0. 


et 


1.1.8 Représentation géométrique 


Considérons l’ensemble R? muni de sa structure d’espace affine euclidien 
(de dimension 2) sur R et soit (O, 1,7) un repère orthonormé direct de cet 
espace. En langage naïf, et dans tout ce qui suit, cet espace affine euclidien 
ainsi orienté, que l’on notera plus simplement P n’est autre que le plan 
usuel depuis longtemps utilisé par les élèves des classes de l’enseignement 
secondaire. 


L'application w, de € vers P, qui à tout nombre complexe z = x +iy associe 
le point M du plan P dont les coordonnées dans le repère (O, i, 3) sont (x, y) 
est alors une bijection permettant d'identifier C et P. De manière précise : 
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— Pour tout nombre complexe 2 = x + iy, le point w(z) du plan P, dont 
les coordonnées dans le repère (O, à, j) sont (x,y) est appelé l’image 
de 2. 
— Si M est un point de P de coordonnées (x, y) dans le repère (O,i, j), 
le nombre complexe w=! (M) = x + iy est appelé l’affire de M. 
Le plan P ainsi identifié à C est souvent qualifié de plan complexe. Notons 
alors que pour tout z = x +iy EC: 


I OM [= 22 + 2 = fa, 


et si z £ O0, 


(, OM) = Arg(z) [2x]. 





FIGURE 1.1 - Le nombre complexe z = x + iy est représenté par le point 
M de coordonnées (x,y) dans le plan. L’angle 9 est un argument de 2. 
Ici, 4 est compris entre 0 et 27 donc 0 = Arg(z). 


e Interprétation géométrique de la conjugaison - 

Soit z un nombre complexe dont l’image est le point M de P. Alors le 
nombre complexe Z a pour image le point M, symétrique de M par rapport 
à l’axe Ox. 

e Interprétation géométrique de l’addition - 

Soient z et z’ des nombres complexes dont les images sont respectivement 
les points M et M’ de P. La somme z + z’ a pour image le point S défini 
par : 

OS = OM +OM!. 
Le point S est obtenu en construisant le parallélogramme ayant pour côtés 
OM et OM. 
e Interprétation géométrique de la multiplication - 

Soient z et z’ des nombres complexes dont les images sont respectivement 

les points M et M" de P. On a alors : 


l22/1= 121.12 | et Arg(zz’) = Arg(z) + Arg(z’) [2]. 
On en déduit que le produit 2.z/ a pour image le point P défini par : 


| OP |=l2llz1 et (OP) = Arg(z) + Arg(z) [2r1. 
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FIGURE 1.2 - Le nombre complexe z = x + iy est représenté par le point 
M de coordonnées (x,y) dans le plan, le nombre complexe 7 = x — iy est 
représenté par le point M’ de coordonnées (x, -y) dans le plan. 





FIGURE 1.3 - Le nombre complexe z, (resp. z') est représenté par le point 
M ou le vecteur OM (resp. M’ ou le vecteur OM"). Le nombre complexe 
z + z' est représenté par le point S ou le vecteur OS. 


En particulier, 


— Multiplier un nombre complexe z par un nombre réel À revient à effec- 
tuer une homothétie de centre © et de rapport À. Si OM est l’image 
du nombre complexe 2 dans le plan complexe, Àz est représenté par le 
vecteur AOM. 

— La multiplication d’un nombre complexe z par un nombre complexe 
u = e* (de norme 1) revient à effectuer une rotation de centre O et 
d’angle 6. 
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FIGURE 1.4 - Le nombre complexe 2 est représenté par le point M. Le 
nombre complexe Àz est représenté par le point MW", tel que OM! = 1OM. 
Dans cet exemple, À est strictement positif et inférieur à 1. 





FIGURE 1.5 - Le nombre complexe 2 est représenté par le point M. Si 
u = eŸ, le nombre complexe uz est représenté par le point M, image de 
M par la rotation de centre © et d’angle 0. 


Notons encore que si M, N, P, Q sont quatre points de P dont les affixes sont 
respectivement M, ñ, D, q : 


(MN, PQ) = (i, PQ) — (4, MN) =Arg(q — p) — Arg(n-m) [2x] 


TP pr] 
nm 





= Arg 


Il en résulte immédiatement que si l’on désigne par (D) la droite contenant 
M et N et par (E) la droite contenant P et Q : 








e (D) et (E) sont parallèles si et seulement si Arg IE 20 [x], 
e (D) et (E) sont orthogonales si et seulement si Arg+ _ _ = [x]. 


1.2. EXERCICES 13 
1.2 Exercices 


Exercice 1 Soit z = x +1iy un nombre complexe. Montrer que 


V2|z| > xl + (y. (1.19) 


Solution. — Les deux membres de l’inégalité à démontrer étant positifs, il 
est équivalent de comparer leurs carrés, c’est-à-dire de prouver que 


212/° > (|xl + ll)”, 
ce qui s'écrit 
2(2° + 9°) > fl? + ul? + 21xlyl, 


soit 
22? + 2yl? > [el? + ul? + 2/ellyl, 


soit encore 
2? + ul? — 2]x|ly| > 0, 


soit enfin 
(Il — |y|)? > 0, 


ce qui est toujours vérifié. D’où le résultat attendu. 


Exercice 2 Soit z un nombre complexe vérifiant 


5 _ 6di 


2 = —— (1.20) 


Déterminer |z|. 


Solution. — La relation 1.20 implique : 
25 7 = 64i. 
Il en résulte : 
|29 3] = 164] soit 121°[z] — |64|li] — 64. 


Or, |Z| = ||. Par suite, 
219 = 64 = 2. 


Puisque |z|] > 0, nous en déduisons |2| = 2. 
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Exercice 3 Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe 





__{+i) 
= Gp 
Solution. — Ecrivons 
O_G+i)  (G+i)(4+i) (+ G@+i) +) 
Gi) (-i)(G+i) [( jG+i A2) 27 
Or, 
l+i- 2 +92) = = = V2(cos + + isin +). 


D'où, en utilisant la formule de de MOIVRE : 


(1+:5)16 = (V2) 6(cos 167 + isin 162 D) = 2Ë (cos 47 + isin 4x) = 2À. 


À 


Finalement, 
(1+4)18 28 
DT 2. 2. 


Exercice 4 Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe 


_ vs: 
 l+i 
Solution. — Calculons : 
|— V3 — i] = 4/(V3)? +1 = V4 = 2. (1.21) 
Comme 
cos 2 = cos(r + ©) = — cos = — V2 
6. 6”. 6 2 
t 
in À = gin(r + L) = - sin L = 1 
" 6. 6 6 72 
nous avons : 


V3 1 7T 7T 
—_ _ —— = —n— = 9 __ LU L2 __ . 
V3—-i=2 D is) = (cos & + isin s) 


Il en résulte : 


Arg(—-V3 -— i) = e. (1.22) 
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De même, 
1 +i = 12 +12 = V2, (1.23) 
d’où 
1+ie 22 + 2 = Va(cos + + isin 2) 
et donc 


Arg(1 + i) = T (1.24) 
De 1.21 et 1.23, nous déduisons : 


ii I-V-d 2% 


perl V2 


et de 1.22 et 1.24, nous déduisons : 


CH+I V2 


3 : 7m 7m _lir 
Finalement, Ur 
117 
z = VA(cos -—— D + isin ). 


Exercice 5 On considère le nombre complexe 


V6 — iv2 


RUE 
1. Calculer |z|. 


2. Calculer cos 5 et sin &. (On remarquera que 5 = 5 — 7.) 
3. En déduire Arg(z). 


Solution. — 


1. Ecrivons : 
_ V6—iv2 _ (V6- V2) +5) _ (V6 iv2)(1+ 5) 
2-5) 2(-i(1+i) 2(1 — 42) 
__V6-iv2+iv6+ V2  V6+V2 V6 - V2 
n 1 a TT a 
Par suite, 


LP = = +; +22 V2 _ S+2+2V2+6+2 20 


d'où |2| = 1. 
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2. Calculons : 


cos = = cos(= — T) = cos = cos ? + sin Z sin = 
12 3 4 3 4 3 4 


_1V2 V3V2 V2+V6 
72222 4 


Un calcul analogue conduit à : 


sin = V6 - V2 
12 4 


3. Nous pouvons donc écrire z sous la forme : 


Z = COS T + sin T 
7 12 12° 


et donc Arg(z) = F 


Exercice 6 Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 


a) 9+40i b) 5—12. 


Solution. — 
a) Dire qu’un nombre complexe z = x + iy vérifie 2? — 9 + 40i, signifie 
que 
(x + y)? = 2°? — y? + 2xyi = 9 + 40i, 


soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 


t'y —9 et 2ry = 40. (1.25) 
D'autre part, |2?| — 492 + 402 — 1681 — 41, soit encore : 
x? + y? = 41. (1.26) 


De 1.25 et 1.26 on déduit : 
2 _ 2 _ 
x” =25 et y = 16. (1.27) 
d’où 
xl =5 et |y| = 4. (1.28) 
Enfin, la relation 2xy = 40, i.e. xy = 20 > 0, implique que x et y sont des 
nombres réels de même signe. Il en résulte que les deux racines carrées de 


9 + 401 sont : 
Z—=5+41 et 22 — —5 — 4i. 
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b) De même, dire qu’un nombre complexe z = x +1iy vérifie 2? — 5 — 121, 
signifie que 
(x + iy)? = 2° — y? + Qxyi = 5 — 12, 


soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 


z'—y=5 et 2ry = —-12. (1.29) 
D'autre part, |22| — 4/52 + (—12)? = 169 — 13, soit encore : 
x? + y = 13. (1.30) 


De 1.29 et 1.30 on déduit : 
a? =9 et y°=4. (1.31) 


d’où 
xl =3 et |y| = 2. (1.32) 


Enfin, la relation 2xy = —12, i.e. xy = —6 < 0, implique que x et y sont des 
nombres réels de signe opposé. Il en résulte que les deux racines carrées de 
5 — 121 sont : 

Z=3—21 et 22 = —3 + 21. 


Exercice 7 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation : 


22 +3z—9+7i= 0. (1.33) 


Solution. — Utilisons la Proposition 6. On a : 
A = 37 —4.1.(—9 + 7i) = 45 — 28i Z£ 0. 


Calculons les deux racines carrées de A. Si Ô = x + iy vérifie 0? — 45 — 284, 
on à : 
(x + y)? = 2° — y? + 2xyi = 45 — 28i, 


soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 
ay =45 et 2xy = —28. (1.34) 
D'autre part, |62| = 4/45? + 282 — 4/2809 = 53, soit encore : 
ge? + y? = 53. (1.35) 
De 1.34 et 1.35 on déduit : 


z?=49 et y =4. (1.36) 
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xl=7 et |yl = 2. (1.37) 


Enfin, la relation 2xy — —28, 1.e. xy — —14 < 0, implique que x et y sont 
des nombres réels de signe opposé. Il en résulte que les deux racines carrées 
de 45 — 28i sont : 

01 =7—21 et 02 = —7 + 2i. (1.38) 


On applique alors les formules 1.7. Les deux solutions de l’équation 1.33 
sont : 


__—3+7-2 


3-74; 
a = 2 et = IT 


5 5 —5 +1. (1.39) 
Exercice 8 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation : 


(22+2+1) +1=0. (1.40) 


Solution. — L’équation 1.40 est équivalente à 
(22 +2+1) = —1. (1.41) 
Par suite, z est solution de 1.41 si et seulement si 
z?+2+1=4 ou 2?+24+1— à 


soit encore 
z+2+1—-i=0 (1.42) 


ou 
+z+1+i-0. (1.43) 


Pour déterminer les solutions de 1.42, utilisons la Proposition 6. On a : 
A=1?-4.1.(1-—i) = -3+4iZ0. 


Il nous faut ensuite calculer les deux racines carrées de A. Si Ô = x + iy 
vérifie 6? = —3 + 4i, on a : 


(x + y)? = 2° — y? + Qryi = —3 + di, 
soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 
t'y —=-3 et 2ry = 4. (1.44) 
D'autre part, |62| = 4/(—3)2 + 42 = V25 = 5, soit encore : 


a? +y =5 (1.45) 
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De 1.44 et 1.45 on déduit : 
z'=1 et y—4. (1.46) 


d'où xl=1 et |y| = 2. (1.47) 


Enfin, la relation 2xy = 4, ie. xy = 1 > 0, implique que x et y sont des 
nombres réels de même signe. Il en résulte que les deux racines carrées de 
—3 + 4i sont : 

01 =1+2i et Ô2 = —1—)2i. (1.48) 


On applique alors les formules 1.7. Les deux solutions de l’équation 1.42 
sont : 


_-1+1+2% 


—1—-1-2 
21 — 2 4 et 2= ———— 


5 1-5. (1.49) 


Un calcul analogue nous donne comme solutions de 1.43 : 
23 = —4 et 24 = —1l — 1. 


Finalement, l’équation 1.40 possède les quatre solutions 21, 22, 23 et 24. 


Exercice 9 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation : 


2% = —119 + 120. (1.50) 


Solution. — La recherche des racines 4-ièmes de Z — —119 + 1201 ne 


paraissant pas chose aisée, effectuons le changement d’inconnue u = 2°. 


L’équation 1.50 s’écrit alors : 
u? = —119 + 1201. (1.51) 


Nous sommes alors amenés à calculer les racines carrées du nombre complexe 
Z = —119 + 120i. Dire que u = x + iy vérifie u? = —119 + 120, signifie que 


(x + iy)? = 2° — y? + Qxyi = 119 + 120i, 
soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 
y? =-119 et 2xry = 120. (1.52) 
D'autre part, |[u?| = 4119? + 120? = 428561 = 169, soit encore : 


x? + y? = 169. | (1.53) 
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De 1.52 et 1.53 on déduit : 
z?—=25 et y? = 144, (1.54) 


d’où 
Ixl=5 et |yl = 12. (1.55) 


Enfin, la relation 2xy = 120, 5.e. xy = 60 > 0, implique que x et y sont des 
nombres réels de même signe. Il en résulte que les deux racines carrées de 
—119 + 1204 sont : 


Uu =D +121 et ua — —5 — 121. 


L’équation 1.51 possède donc les deux solutions u1 et u2. Par suite, z est 
solution de 1.50 si et seulement si z vérifie : 


22=5+12 ou 2°? —-—5— 12. 


Autrement dit, il nous faut calculer les racines carrées de 5 + 12i et de 
—5 — 12i, ce que le lecteur peut maintenant faire lui-même en s'inspirant 
du calcul précédent. Il déterminera donc aisément que les racines carrées de 
9 + 122 sont 

A —=3+21 et 22 = —3 — 21, 


et que celles de —5 — 12: sont 
z3=2—3 et 24 — —2 + 31. 


Finalement, l’équation 1.50 possède les quatre solutions 21,22, 23 et 24. 


Exercice 10 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l'équation : 


2 — (3 + 2i)29 + 2 + 2i = 0. (1.56) 


Solution. — Effectuons le changement d’inconnue u = 2°. L’équation 1.56 
devient : 
u? — (3 + 2i}u + 2 + 2 = 0. (1.57) 


Pour déterminer les solutions de cette équation du second degré, utilisons la 
Proposition 6. On a : 


A =[-(3+ 2i)]? — 4.1.(2 + 2i) = —3 + 4i. 


Il nous faut ensuite calculer les deux racines carrées de À. Si Ô = x + iy 
vérifie 62? — —3 + 4i, on a : 


(x + ig)? = 2° — y? + Qxyi = —3 + di, 
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soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 


t'y =-3 et 2xry=4. (1.58) 
D'autre part, |62| = 4/(—3)? + 42 = 25 = 5, soit encore : 
2° +9 =5. (1.59) 
De 1.58 et 1.59 on déduit : 
a?=1 et y—=4. (1.60) 
d’où 
xl=1 et |yl = 2. (1.61) 


Enfin, la relation 2xy = 4, i.e. xy = 2 > 0, implique que x et y sont des 
nombres réels de même signe. Il en résulte que les deux racines carrées de 
—3 + 4i sont : 

d1=1+2i et 02 = —1— 21. (1.62) 
On applique alors les formules 1.7. Les deux solutions de l’équation 1.57 
sont : 


3 + 2i + 1 + 2i 3 + 2i — 1 — 2i 
CHE no met TR  s (163) 
L'’équation 1.57 possède donc les deux solutions u1 et u2. Par suite, z est 
solution de 1.50 si et seulement si z vérifie : 


#—=92+2% ou 2 =1. 


Autrement dit, il reste à déterminer les racines cubiques de 2 + 2i et de 1. 
e © Les racines cubiques de 1 sont bien connues (cf. 1.18). Ce sont : 


, 1 V3 1 V3 


e En ce qui concerne 2 + 25, mettons ce nombre complexe sous forme 
trigonométrique. Pour ce faire, calculons 


[2 + 2i] = 1/22 + 22 = V8 — 


et écrivons 


242 = VUE + Hi) = 2V2(cos + + à sin — ). 


Par suite (cf. Proposition 0» les racines cubiques de 2 + 21 sont : 
0 =(2V2)$ (cos - 5 + isin 5)= = V2(c0s 5 + i sin D) 


=(2V2)3  [cos( =) + isin( .# = Va(cos + isin +) 
22 À an à + in, + sn + 7) = Va(cos À su +isin cu 
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Nous pouvons alors remarquer que 


ST ST 1 1 
a = V2(cos — +isin —) = V2(—-—= + ii) = 1 +5. 
Puis, en remarquant encore que 17e = À +T = 27 2 + ÊT 7 NOUS pouvons 


écrire z2 sous la forme 
27 3T .. 2 _ àT 
— V2.1[cos(— + 7) + isin(—- + a )h 


soit, compte tenu du fait que le module d’un produit est égal au produit 
des modules des facteurs et que l’argument d’un produit est égal à la 
somme des arguments des facteurs, 


22 = j(—-1+i). 


Enfin, en écrivant 5 —Èr +2 = 2E + #r, on a de la même manière 


= V2.1fe0s( 27 + A + isin( + T) = ÿ(-1+i). 


Nous pouvons donc conclure au fait que l’ensemble des solutions complexes 
de l’équation 1.56 est 


{1, 5,97, —1 +6, 5(—1 + à), 52(—1 + 5)}. 


Exercice 11 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation : 


6 1+iv3 
Z” — 





. 1.64 
5 (1.64) 
Solution. — Pour déterminer les racines 6-ièmes de 1, mettons ce 


nombre complexe sous forme trigonométrique. Pour ce faire, écrivons : 


Lis (+iva}  _ (1+iva) _ (1+ivaP 


1—iV3 (1—-iv3)(1+iVv3) 1-37 4 


Or, 1+iV3 = 2(5 + i%3) = 2(cos % +isin 5). Par suite, 





1+iV3  2%(cos? +isinF) 
1—ivV3 4 
soit, en utilisant la formule de de MOIVRE : 
1+iv3 27 .. 27 
—= COS — +72siIn —. 


1—-iv3 3 3 





= (cos e +isin DE 
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Par conséquent, (cf. Proposition 10), les racines 6—-ièmes de its sont : 


2 —16 (cos 2m +isin 2) — cos = ring 
7 18 18” 


9 9° 
1 27 27 .. ,2T 4x 
21 =16{cos( + 5) + isin( + 2) = = COS © + sin — É 
2 13 [cos(27 + 7) + isin(2T + .#) COS — Tr + isin — Tr 
27 18 6 18 E Du 9 ? 
2 6 27 . 107 
23 =14 [cos( + —) + isin(Te + = cos À TT +isin — 5 
1 27 87 .. 2 13 LT 
za =16 [cos(== + 5) + GE À = = cos + i sin — G 
1 27 0 or 167 167 
25 —16 [cos(= + 5) +is sin( 5) = cos + i sin — 5 


Finalement, l'équation 1.64 possède les six solutions 
20, 21, 22, 23, 24, 25. 


Exercice 12 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation : 


2 + 424 +16 = 0. (1.65) 


Solution. — Effectuons le changement d’inconnue u = 24. L’équation 1.65 
devient : 
u? + Au + 16 = 0. (1.66) 


Pour déterminer les solutions de cette équation du second degré 1.66, utili- 
sons la Proposition 6. On a : 


A = 42 — 4.1.(16) = —3.16 = 42.V3".42 = (4V3i)2. 
Les deux racines carrées de À sont donc 
1 =4V3i et 2 — —4V3i. 


On applique alors les formules 1.7. Les deux solutions de l’équation 1.66 
sont : 


_-4+4 4 
TT Vi LD o7% et uw = 4 WE _2—9V3i. (1.67) 


L'’équation 1.66 possède donc les deux solutions u1 et U2. Par suite, z est 
solution de 1.65 si et seulement si z vérifie : 


2—-9+9V3i ou 24—-2— 2V3i. 
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Autrement dit, il reste à déterminer les racines 4-ièmes de —2 + 2V3i et de 
—2 — 2V3i. 

e En ce qui concerne —2 + 2V3i, mettons ce nombre complexe sous forme 
trigonométrique. Pour ce faire, calculons 


|—2+2V38i| = V4 +12 = 4, 


et écrivons 


—92 + 2V3i — 4 + Vi = = A(cos © © +isin =) 


Par suite (cf. Proposition 10), les racines 4-ièmes de —2 + 24/3 sont : 


20 =4Ë (cos + + isin =) = va +i en) = = 6 5 +2 

4 =4à [cos(7 + 5) + isin(= + ) = V2(cos Z +isin æ) 
Vi +:  - L 4 

22 =4i [cos( + 7) + jan + 7) = Va(cos © +isin ©) 
ape # 

23 =4i[cos(= + 7) + isin(= + ) = V2(cos Eu + $sin 7) 


PR 2 - Ms 


e En ce qui concerne —2 — 2V/3i, on a de même : 
|— 2 — 2V3i| = V4+12 = 4, 


—] 4 4 
et —2-—92V3i-— A — V5; = 4(cos — + isin —) 


Le lecteur vérifiera lui-même que les racines 4-ièmes de —2 — 2/34 sont : 


2 44 (cos T + isin 7) = VECT + = 48, 
2! =4i[cos(— + 7) + isin(— + = = =’ + 2, 
LS Ve 


à abeos(T à 27) 4 ésn( à 2 V2 _ V8 
22 =4A[cos(= + 7) +isin(s + 5) = 5 2? 
v6_,v2 


1 A lcos(T + TL igin(T à Ty = V6 
23 Ai [cos(— + 7) +isin(s + s)= 5 5 
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Remarquons alors que nous avons les relations suivantes : 
20 = 23, 21 = 22, 2 = 4, et 23 = 


Finalement, l'équation 1.65 possède les huit solutions 


20, 21: 22: 23; 20, 21; 22 et Z3. 


Exercice 13 Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équation 
suivante : 


27(z2—1) +(2+1)$ = 0. (1.68) 


Solution. — Le nombre z = —1 n'étant pas solution de l’équation 1.68, 
cette dernière est équivalente à 








: - Es +1=0 (1.69) 
soit encore 
— 1 1 
É = 37 (1.70) 
Effectuons maintenant le changement d’inconnue u — ET L’équation 1.70 
devient : 
uÿ = _— (1.71) 


; . 1 
Pour déterminer les racines 6—ièmes de — 27! mettons ce nombre complexe 
sous forme trigonométrique : 


1 


= L (co 7m +isinr) 
27 27 ST TIEMT: 


1 
Par suite (cf. Proposition 10), les racines 6-ièmes de 27 sont : 
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1 1 ,V3 1  .1 
uo “7 (cos = +isin= 7) = AC +5 2" Ew 
(D) (cos(T + 2) + ésin(E + T)] = (SE + à sin — 5) 
1 . =; 
AU "F 
da (leo (E + 7) + isin( + D] = Ze (cos TE + isin TE) 
V3 1 1  . 1 
= + is) = T5 +73 
u3 () lcos(T + 7) + isin(= + +) = (cos = + sin ©) 
_ V3 1, 1 .1 
CEE: 
ua =(55)é (cos(= + — 7) +ésin(r + D) = TT TisnT) 
. on 
Le a 
57 . lir 
{> =) 6 fcos(e +5 ) + isin( + = (os  +isin ©) 
V3 1 


— — } ——, 


ACT De 5% 


L’équation 1.71 possède donc les six solutions Uo, U1, U2, u3, u4, u5. De la re- 


lation u = 27, on déduit u(z + 1) = z — 1, soit z — uz = u + 1, et donc, si 


1 
u À 1, ce qui est le cas des nombres complexes ux, z — _—— Chacune des 


valeurs de ux fournit alors une solution 24 de 1.70. Finalement, les solutions 
de 1.68 sont : 








1+5+ S+ 1) (2 + 
7 =: +4 : 2  2V3 _ 2 DA | (ÿ + 33)G + . _9 V3. 


























lu 1-i--h -ù (--)G+:) 
Actu 2 Eve LE 1+ivs 
lu 1-74 (-%)4+-) 2 
a =itu I itas ot _ Gta 0 tas) _ 24iv 
1 — u 1+35- 773 2-37 G-:)G +5) 7 
ru 145453 5t53 GG -3) 7 
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TU A G- 3) _1-iv3 
1-4 1+ (1 + + 3)Q - #) 2 
1+i- 3 ___i_ (3 — —)(1- =) 
= tu Ito ue La _ CG 29) | 2 — V5. 





l—us 1-3+; 





1 4 fl à 1 
2t53 Gt) 3%) 


ë 


Exercice 14 Soient z et z! des nombres complexes. Etablir les inégalités : 


1. al 121| <le- 71; 
2. L2 +121 <lz+21+12- 21. 
Solution. — 


1. Ecrivons |z| = |[2-2/+2'| < [2-2] +12], (cf. Proposition 4.5), d’où : 
ll — 121 < 2 — 21. (1.72) 
De même : [2] = 2 2+2| < 2° — 2] +12], d’où : 
L2/— 121 < 12! — 21 = {2 - 71. (1.73) 
De 1.72 et 1.73, on déduit alors : 


el — 12/1] < 1e 21, 


2. Ecrivons [22] = |z2 +2 +2-—2| <|2+21+1]2- 2/|, (cf. Proposition 
4.5), d’où : 
2121 <|z+2|+12- 71. (1.74) 
De même : [22/| = |2+2+2 —2] <{2+21+12 —-2] =12+2|+12-2/|, 
d’où : 
2124 <1z2+21+12-— 2/|. (1.75) 


En ajoutant 1.74 et 1.75, on obtient : 
2121 + 2121 < 2/2 + 7 +212 — 7|, 


soit : 
21 +121 <2+ 21 +12 - 21 


Exercice 15 - Identité du parallélogramme - Soient z et z! des nombres 
complexes. Etablir l'identité : 


+2 +1e- 21 = 201217 + 1217), (1.76) 


et en donner une interprétation géométrique. 
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Solution. — En utilisant la Proposition 4.4, calculons : 
l2+24 = (242) +2) = (242) +2) =23+27 +32 +22, 
soit : EL 
kz + 22 = 122 +22 +32 + 12/2. (1.77) 
De même : 
lz—2l=(2-2)-7)=(2-2)G-2)=22- 22 32 + 22, 
soit : : 
Lz— 22 = 12222 32 + 12/2. (1.78) 
On obtient alors en ajoutant 1.77 et 1.78 : 
12 + 2/12 +12 — 22 [2 + 22 +32 +122 + af? — 22 72 + 12? 
—2|2 8 +212 = 2(j2 + 12/2), 
ce qui achève notre calcul. 
Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Dans le plan com- 
plexe P rapporté au repère (0,4, 3) désignons par Z, Z’ et Z” les images des 


nombres complexes z, 2’, z + 2’. Le quadrilatère OZ Z”7" est un parallélo- 
gramme et : 


[OZ =, OZ I=11 1OZ"Ielz+a et 127 12-21. 





FIGURE 1.6 - Interprétation géométrique de l’identité du parallélo- 
gramme. 


Compte tenu de l'identité 1.76 nous sommes alors en mesure d’énoncer le 
résultat suivant : dans un parallélogramme, la somme des carrés des lon- 
gueurs des diagonales est égale à la somme des carrés des longueurs des 
côtés. 
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Exercice 16 Soient u, v et w des nombres complexes tels que 
[ul = fol = fu = 1. 


Montrer que : 


[uv + vw + wu] = |u + v + w|. 


Solution. — Les nombres complexes u, v et w n'étant pas nuls, écrivons : 


1 1 1 1 1 1 
Quv + vw + wul = [uvw(— + — + —)| = ju|.ju|.[wl|- + - + —] 
U VU VW U VU  W 
1 1 1 
U VU VW 
car [u| = [v| = [w| = 1. D'autre part, [u| = 1 entraîne [u|? = 1, soit (cf. 
1 
Proposition 4.4), uü = 1, et donc — = üw. De même, 5 v et D = w. Par 
u 
suite, 
luu + vw + wu| = [a +0 +w| = [u Fu + w| = |u + v + w|, 
d’où le résultat annoncé. 
Exercice 17 - Inégalité de PTOLEMEE - 
1. Soient u et v des nombres complexes non nuls. Montrer que : 
1 1 
[—u — —ul = ——{u -vl. (1.79) 
Quf? vf  lullul 
2. Soient u, v et w des nombres complexes. Montrer que : 
fu — vlfwl < fu — wllu) + lulfv — w|, (1.80) 


et en donner une interprétation géométrique. 


30 CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES 


Solution. — 


1. Calculons d’une part : 


1 » 1 1 
Re" EE GE" peur pp” 
uU UV UV VÙ 


Ré RPbe  TuPhp lus 
__Juff uv+ü pl 1 UT + UV 1 


Ouf ul lé 2 ul lv? 





et d’autre part, 


1 1 1 
Gode) = lu of = Eu - v)(G -7) 
full ju[?lu[? uf?[ul? 


1 D D 
= RE (et — UP — vu + uv) 
1 D 
— nee (4? — u0 — va + (ul?) 
1 UU + UV 1 


HR Tu? “Ju? 
Nous en déduisons : 


1 
ou - vf = (lu 
ll? fu PL fu F | 


— vl}?, 


d’où le résultat annoncé puisque | A1 LE v| sont 


PL v| et 

h PERSRE Re PT 
des nombres réels positifs. 

2. Si u, v ou w sont nuls, l'inégalité 1.80 est trivialement vérifiée. Suppo- 
sons donc que u £ 0, v £ 0 et w £ 0 et écrivons en utilisant l’inégalité 
triangulaire (cf. Proposition 4.5) : 

| —u 1 v| = | 1 u l + 1 w v| 

mn — — = | ——— — ———1) ———— _ — 

Jul? [ul Qu? uw Jul? lu? 
<|Lu u+ | La 
7 Ju Jul fu? Ju 


soit, compte tenu de la question précédente, 


. lu — v| < 1 lu | + 1 [uw — v| 
—— lu — Vu — w| + ——lw — v|. 
[ul[u| — Ju[lwl [w|lv| 


Il suffit alors de multiplier chaque membre de cette inégalité par [ul|[v||w| 
pour obtenir 
ju — v[lwl < Ju — wl[u| + fulju — wl. 
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Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Dans le plan 
complexe P rapporté au repère (0,5, 7) désignons par U,V et W les 
images des nombres complexes u, v, w. L’inégalité que l’on vient d’éta- 
blir s'écrit : 


VO NOW 1 < 1 WU IH OV | + 1 OÙ HE WV 1. 


Nous sommes alors en mesure d’énoncer le résultat suivant, connu sous 
le nom d'’inégalité de PTOLEMEE* : Dans un quadrilatère, le pro- 
duit des longueurs des diagonales est inférieur ou égal à la somme 
des produits des longueurs des couples de côtés opposés. 


Exercice 18 Soient a, b et c des nombres complexes. 
1. Déterminer les triplets (u,v,w) de nombres complexes solutions du sys- 
tème : 
u + v +w =a (1) 
u+ju+j?w —=b (2) 
u+jv+jw —=c (3) 


où j désigne le nombre complexe e 3 . 


2. Comment faut-il choisir a, b et c pour que u, v et w soient des nombres 
réels ? 


Solution. — 

1. Supposons que les nombres complexes u, v et w soient solutions du 
système proposé. En additionnant les équations (1), (2) et (3), on ob- 
tient : 

8u+(1+5+5}v+(1+3+j)w=a+b+c, 


soit encore, puisque 1 + j + 5? = 0, 
l 1 
3u—=at+b+c, d’où u=s(a+b+e). 


Multiplions ensuite les deux membres de l'équation (2) par j°, ceux de 
l'équation (3) par j et additionnons les deux équations ainsi obtenues 
et l'équation (1). Il vient : 


(1+ 32 + jhu + 8u + (1 + 5 + ÿ°)w = a + ÿ°b + je, 


3. Claude PTOLEMEE (& 90 - 168) - Mathématicien et astronome égyptien, auteur de 
plusieurs traités scientifiques dont le plus connu est l’Almageste. Cet ouvrage très complet 
consacre le modèle géocentrique en astronomie qui resta en vigueur pendant plus de treize 
siècles avant d’être abandonné au profit du modèle héliocentrique de Nicolas COPERNIC. 
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soit ; 
Su=a+jb+jc, d'où v= 3( + ÿ2b + jo). 
Enfin, multiplions les deux membres de l’équation (2) par 7, ceux de 


l'équation (3) par j? et additionnons les deux équations ainsi obtenues 
et l’équation (1). Il vient : 


(+ 5 + 7 )u + (1 + 57 + j}u + 8w = a + 5b + °c, 
soit l 
3w=a+jb+c, d'où w=— 3 + jb + ÿ°c). 


Il résulte de cette étude que le seul triplet solution possible du système 
est nécessairement : 


1 1 1 
(u,v,w) = Ga +b+0c), (a + ÿ2b + jo), 3(a+5b + j°c)). 


Le lecteur vérifiera aisément que c’est effectivement le cas. 

2. — Supposons que u, v et w soient réels. L’équation (1) montre que a 
est nécessairement réel. Calculons alors, en utilisant (2) et en tenant 
compte du fait que u, v et w sont réels, (ce qui a pour conséquence 
U = Uu,U = v et W = w) : 

b=u+ ju + j2w = üù + 70 + j20 = u + j?0 + jw = c, 


(d’après (3)), ce qui signifie que b et c sont conjugués. 

— Réciproquement, supposons que a soit réel et que b et c soient conju- 
gués, 4.e. b = c. Alors, b+c = b+b est réel et a+b+c l'est également. 
Par suite, 


1 
u = zu+b+c) ER. 
D'autre part, 32b+ je = j2b+ 52 b = j2b + 52b est également réel. Il 


en est donc de même de a + 32b + jc, et par suite 


1 
v = (a+ 56 + jc) ER. 


1 
Enfin, un calcul analogue prouve aussi que w = AC + jb+ °c) ER. 


En résumé, une condition nécessaire et suffisante pour que u,v et w 
soient réels est que a soit réel et que b et c soient conjugués. 


Exercice 19 Soient a, b et c des nombres réels tels que : 
cos a + cos b + cos c = sin a + sinb +sinc = 0. (1.81) 
Montrer que 


cos 2a + cos 2b + cos 2c = sin 2a + sin 2b + sin 2c = 0. (1.82) 
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Solution. — Introduisons le nombre complexe 
z = cos a + cos b + cos c + i(sin a + sin b +sinc). 
L'hypothèse 1.81 implique alors z — 0, ce qui s'écrit encore 
cos a + isin a + cos b + isinb + cosc+isinc = 0, 
ou en notation exponentielle : 
et + ei + ei — 0. 


On en déduit 
(e*s + et + ec)? = 0), 


soit, en développant, 
e2ia + Lib + Q2ic 2(eia ed + eitgic + etbeic) = 0, 
ce qui s'écrit encore : 
e2ia + L2ib | LPic + Qi eibeïc( e_ta+te by ei) = 0. (1.83) 
Introduisons également le nombre complexe 
2 = cos a + cos b + cos c — i(sina +sinb+sinc). 
L'hypothèse 1.81 implique aussi 2’ = 0, ce qui s’écrit encore 
cos a — à sin a + cos b — i sin b + cos c — isin c = 0, 
ou en notation exponentielle : 
eta+te bte co, 
Il en résulte que la relation 1.83 se réduit à 
e7ia + e2ib + e2ic 0 
ce qui s’écrit en notation trigonométrique 
cos 2a + 1 sin 2a + cos 2b + i sin 2b + cos 2c + isin 2c = 0, 


soit 
cos 2a + cos 2b + cos 2c + i(sin 2a + sin 2b + sin 2c) = 0, 


ce qui équivaut bien sûr à 


cos 2a + cos 2b + cos 2c = sin 2a + sin 2b + sin 2c = 0. 
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Exercice 20 Soient x ER et n € N*. On pose : 


n n 

Ci(z,n) = ÿ coskr et Si(x,n) — ÿ_sin kr. 
k=1 = 

1. Etablir les formules : 


ne in LE 


Ci(z,n) = 2 cos(n + 1) et Si(x,n) = = 2 sin(n + 1,2. 
sin 5 n3 2 








2. En déduire des expressions simples pour : 


n n 
C2(x,n) = ÿ cos? kr et So(x,n) = ÿ sin? kx. 
k=1 


Solution. — 
1. e Supposons x £# 0, et calculons : 


Ci(z,n) +iSi1(x,n) = > cos kx +i 5 sin kx = S (cos kx +isin kx), 
k=1 k=1 


soit en notation exponentielle, 


ent — ] 


1 





Ci(z,n) +iSi(x,n) = » eikz — QT » ei lz = Qi 


Ecrivons plus judicieusement, 





2 7 2 — eŸ? 
Cifz,n) +iS1(x,n) = e TE Eco 


TT À. 


de manière à utiliser les formules d'EULER 
faisant, il vient : 


cf. Proposition1.15). Ce 











Ci(x,n) + iS1(x,n) = eï? 7 sing (1.84) 
1(t,n) +iS1(x,n TEE sue . 
D'autre part, 
is Ê7 Z(2+n-—1) Z(n+1) . T 
FE — ef? — 2 = cos(n + 1) + isin(n + 1), 
e'2 


et la relation 1.84 s'écrit 





| sin T .. z 
Cifz,n) +iS1(x,n) = ——<[cos(n + 1)= +isin(n+1)=]. (1.85) 
SIN 3 2 2 
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En égalant parties réelles et imaginaires dans 1.85, on obtient finale- 








ment : 
sin Æ sin 22 
Ci(x,n) = E cos(n + 1) et Si(x,n) = TE sin(n + JS. 


e Si x = 0, il est clair que 
C1(0,n)=n et S1(0,n) = 0. 
2. e Supposons x £ 0. Pour kEN,1<k< n, on a : 
cos? kx — (A + cos 2kx). 


Par suite, 


n 


1 1 
Ci(x,n) = 3 Ÿ_( + cos 2kx) — : + 2 Ÿ_ cos 2kæ, 
k=1 k=1 


et en utilisant le résultat obtenu dans la première question, 


sin NT 





Ci(z,n) = ; + cos(n + 1}x. 


2sin x 

De même, pour kEN,1<k< n, on a: 
1 

sin? kx — ;U — cos 2kx), 


et un calcul analogue permet d’obtenir 


sin nx 





Sax, n) = 5 — cos(n + 1)x. 


2sinx 

Le lecteur remarquera que comme prévu, on a bien 
Co(z,n) + So(x,n) = n. 

e Si x — 0, on a encore 


C2(0,n)=n et S2(0,n) = 0. 
Exercice 21 Le but de cet exercice est de calculer cos Fe 
1. SoitzEC, z £0, z £ —-1. Ecrire le nombre complexe 
(1.86) 


en fonction du nombre complexe u(z) = z + À. 


2. On pose w = cos 5 +isin?. Calculer q(w) et en déduire la valeur de 
COS +. 
5 
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Solution. — 
1. À l’aide de la factorisation 1 + 2° = (1+z)(1— 2+ 2? — 25 + 24), on a : 


1 + 2° 1+2)(1—2+ 22-23 + 24 
(2) = _ (+2) ) 


2(1+2) z2(1 + 2) 
1-z+2-2%8+4 1 1 

A 
z 22 2 


Si on pose u(z) = 2 + +, on a u(z)? = 22+2+ + et on obtient : 
q(z) = u(z)? — u(z) — 1. (1.87) 


2. On pose w = cos? +isin£. On obtient à l’aide de la formule de de 
MOIVRE : 


5 5 
1 + vw? =1 + (cos = +isin = = 1 + cos — +isin 
=] + cosr +isinr = 1 —1+:1.0 = 0. 
Par suite, en utilisant 1.86 et en vérifiant que w?(1 +w) £ 0: 


1 + wÿ 


= ————— = 1.8 
du) = TE (1.88) 
D'autre part, 
u(w) = w + 1 = cos +isin T + cos = — isin = = 2cos 2 
 w 5 5 5 5 5° 
d’où l’on déduit, à l’aide de 1.87 : 
q(w) = [2 cos D — 200 = — 1, (1.89) 
puis, compte tenu de 1.88 et 1.89 : 
(2 cos D _ 2008 = 1-0. (1.90) 


Cette dernière relation 1.90 signifie que 2 cos + est solution de l’équa- 
tion du second degré suivante : 


x —x—-1—0. 


Le lecteur vérifiera aisément que cette équation possède deux solutions 
réelles qui sont : 


2 _1+V5 t x _1-V5 
1—=—> 2 — 
Or, 0 < 5 < 5. Par suite, 0 < cos + < 1, d’où 0 < 2cos € < 2. Comme 
T2 = 1=VS < 0, nécessairement 2 cos ? = æ1 = VS et finalement : 


rm 1+V5 


CS = n . 











1.2. EXERCICES 37 


Exercice 22 1. Rechercher l’ensemble des solutions complexes de l’équa- 
lion : 
(2 — 2)° = 2. (1.91) 


2. Montrer que les points du plan complexe dont les affires sont les s0- 
lutions de l’équation 1.91 appartiennent à une même droite que l’on 
précisera. 


Solution. — 
1. Le nombre z — 0 n'étant pas solution de l’équation 1.91, cette dernière 
est équivalente à : 
— 2) — 2 
ED =] soit (——Y — 1. (1.92) 
— 2 
Effectuons le changement d’inconnue u — — . L’équation 1.92 de- 
vient : 
uw = 1. (1.93) 
Les solutions de cette équation, £.e. les racines 5-ièmes de 1, sont don- 
nées (cf. Proposition 10) pour k € N, k € {0,1,2,3,4}, par : 
2k7 


Uk = W — ços 2ÀT + j sin 2° 
FOUR 5 5 





. 2 — 3: . 
De la relation u — , nous déduisons uz = z — 2, soit z — uz = 2, 


et donc, si u £ 1, z — 





1—Ug 


— Si k = 0, on a justement wo = 1, ce qui ne fournit pas de valeur de 
z solution de 1.91. 
- $Sike {1,2,3,4}, on tire: 
2 2 


ee 9 
lux 1 — cos 2ËT — jsin 27 





2k — 


ce qui fournit comme solutions de 1.91 les quatre valeurs 21, 22, 23, 4. 
2. Pour k € {1,2,3,4}, écrivons : 


2 2 


2kx 2kr 2 km kr kr 
(1 — cos #7) — isin #7 ” 2sin  — 2isin cos + 


1 1 


TL 2ÉR ET ET  .; kr 
sin + —isin A cos + sin ÊT 7 (sin ÀZ — icos + 


sin ÀZ S + À COS Er 


2k —= 


_sin# Er (sin À — i cos Er) (sin # Er + jcos ËZ Kx 


sin ÉE + cos À 1+ 4 KT 
— 5 "7 5 — 4 cot — 
sin À? 5 ? 
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ce qui prouve que pour tout k € {1,2,3,4}, Re(z;) est constante et 
égale à 1. Autrement dit, les points du plan complexe d’affixes 21, 22, 23 
et z4 sont sur la droite d’équation x = 1. 





Exercice 23 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z € C*, tels que 
3 + 41 











Z, et 2z—l 
Z 
aient même module. 
Solution. — Soit z € C*, tel que 
3 + 4i 

== 1-1 (1.94) 

En particulier, 
[3 + di] 
21 = 
|| 


d’où l’on déduit 
L2l2 = 18 + 4il = V9 + 16 = V25 = 5. 


Donc |2| = V5. Ainsi, si M désigne l’image de z dans le plan complexe, on 
a || OM ||= V5. Autrement dit, M est situé sur le cercle de centre 0 et de 
rayon V5. 


D'autre part, si l’on désigne par À l’image du nombre complexe 1, la relation 
21 = |2—1] s'écrit | OM ||-|| OM —-04 || soit || OM |—|| MA ||. Le point M 
est donc équidistant des points © et À, c’est à dire situé sur la médiatrice du 
segment OA, qui est la droite d’équation x = à. Autrement dit, Re(z) = à. 
Ceci signifie qu'il existe y € R, tel que z = 5 + 1y. Par suite, 


1 
kÂ=;+y=5, 


d’où 


ce qui implique que 


1 .V19 1 .V19 


2 St ou 25 13 


Le lecteur vérifiera maintenant aisément que ces deux valeurs de z satisfont 
effectivement à 1.94, ce qui permet de conclure au fait que l’ensemble cherché 
n’est autre que la paire 


1 .V19 
2 


VIS 
+ 2 


1 
‘9 }. 
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Exercice 24 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z € C*, tels que 


soient conjugués. 


Solution. — Soit z € C*, tel que 


ae (5). (1.95) 


) 


[2] = 1. 


On a alors : 


7 _ 1 
= [3 








soit encore |z[° = 1, d'où 


Remarquons que de la relation zz = |z|?, qui s'écrit ici 27 — 1, on déduit 
1 = Z, d’où 


et donc 


Par suite, la relation 1.95 s'écrit : 


27 = 2? soit, puisque zZ0, 2° = 1. (1.96) 


En écrivant z sous la forme trigonométrique z = cos 0 + sin 4, les solutions 
de l’équation 1.96, 1.e. les racines 5-ièmes de 1, sont (d’après la Proposition 
10) : 
: 2kr  .. 2kr 

Zk = Wg = cos +isn—, 
où k € {0,1,2,3,4}. Le lecteur vérifiera maintenant aisément que ces cinq 
valeurs de 2 satisfont effectivement à 1.95, ce qui permet de conclure au fait 
que l’ensemble cherché n’est autre que {20, 21, 22, 23, 24}. 


Exercice 25 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que 
[(1 + i)z — 2] = 2. (1.97) 


et en donner une interprétation géométrique. 
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Solution. — Soit z € C. Puisque |(1 + 4)z — 2i| > 0, la relation 1.97 est 
équivalente à 
(1 + i)z — 2i|* = 4. (1.98) 
Ecrivons alors : 
(1 + à)z — 2 =[(1 + i)z — 2(Q + 2 — 2 
—=[(1 + i)z — 2i][(1 — 4) + 2] 
—227 + (2i—2)z—-(2i+2)7+4 
—2|2[? + (2i — 2)z — (2i+2)7 +4. 
Posons z = x + iy. Il vient : 
CL + à)z — 2[* =2(2? + y?) + (2i — 2) (x + iy) — (2i + 2)(x — iy) +4 
97? + y? + Dix — 2x — y — Diy — Dix — 2x — Qy + 2iy + 4 
22? + 2y? — Ar — Ay +4. 
L'égalité 1.98 s'écrit maintenant : 
2x? + 2y° — 4x — Ay+4=4, soit x? + y? — 2x — 2y = 0, 
ou encore, plus judicieusement : 
2 —9x+1+y —2y+1—2, soit (x—1}?+(y—1}?=2. (1.99) 


L'ensemble des nombres complexes z = x + iy vérifiant 1.97 est donc l’en- 
semble des nombres complexes qui satisfont à 


(x — 1)? + (y — 1)? = 2. 


Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Si M désigne l’image 
du nombre complexe z dans le plan complexe, z vérifie l’équation 1.97 si 
et seulement si les coordonnées x et y de M satisfont à l'équation 1.99, 
autrement dit, si et seulement si M est sur le cercle (C') de centre ( = (1,1) 
et de rayon r = V2. 


Exercice 26 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que : 








1. 
— =] (1.100) 
2. r 
_3 V2 
É =. (1.101) 


En donner dans chacun des cas une interprétation géométrique. 
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Solution. — 
1. Soit z € C. La relation 1.100 s’écrit encore : 
— 3 
= soit |z—3| = ]|2 —5|, 


ce qui est équivalent à 
Lz — 3[? = |z — 5/2. (1.102) 
Posons z = x + iy. On a : 
2 — 3 = | — 3 + y = (x —3)* +7, 
et 
L2 — 51 = x — 5 + y? = (x — 5)? +y2. 
L’équation 1.102 devient : 
(x — 3)? +97 = (x — 5) +, 
soit 
(3) =(x—5)?, 
ou encore 
2? — 6x +9 = x? — 10x + 25, 
et finalement 
x = 4. 


L'ensemble des nombres complexes z = x + iy vérifiant 1.100 est donc 
l’ensemble des nombres complexes qui satisfont à x = 4. 


Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Si M désigne 
l’image du nombre complexe z dans le plan complexe, z vérifie l’équa- 
tion 1.100 si et seulement si l’abscisse de M est égale à 4, autrement 
dit si et seulement si M est sur la droite (D) d’équation x = 4. 


2. Soit z € C. La relation 1.101 s’écrit encore : 


|z — 3] _ v2 
z2—5 2° 





soit 
21z — 3] = V2]2 — 5, 


ce qui est équivalent à 


A|z — 3[? = 2|z — 5j. (1.103) 
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Posons z = x + iy. En reprenant les calculs de la première partie, 
l’équation 1.103 devient : 


4(x — 3)? + 49° = 2(x — 5)? + 2y?, 


soit 
4x? — 24x + 36 + 4y? = 2x° — 20x + 50 + 2y”, 


soit encore 
a? —2x+y = 7, 


ou, plus judicieusement, 
2 —9z+1+% =8, 


soit 
(x — 1)? + y? = 8. (1.104) 


Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Si M désigne 
l’image du nombre complexe z dans le plan complexe, l’ensemble des 
nombres complexes z — x+iy vérifiant 1.101 est l’ensemble des nombres 
complexes qui vérifient l'équation 


(x — 1)? + y? = 8. 


Ainsi, le nombre complexe z vérifie l'équation 1.101 si et seulement si 
M est sur le cercle (C') de centre ( = (1,0) et de rayon r = 22. 


Exercice 27 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que : 


1. 
[2] + 2 = 1 + 3 (1.105) 
2. | 
[2] + z = —21. (1.106) 
Solution. — 


1. Soit z € C. Posons z = x + iy. L’équation 1.105 s'écrit : 
Va? + y? + x + iy = 1 + 3, 


soit, en égalant parties réelles et imaginaires 


/a?+y2+x —=1 
y 
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Par suite, si z vérifie 1.105, on a 


y =9, d'où Vr?+9=1-7x, 


puis, en élevant au carré, 
2 _ 2 : — 
x" +9=1-2x+x" soit zx——4. 


Donc, z = —4 + 3i est la seule solution possible de l’équation 1.105. 
Réciproquement il est facile de vérifier que z = —4 + 31 est bien solu- 
tion de 1.105. Nous pouvons donc conclure au fait que l’ensemble des 
nombres complexes z vérifiant 1.105 est réduit au singleton {—4 + 3i}. 


2. Comme ci-dessus, posons z = x + iy. L’équation 1.106 s’écrit : 
V/2? + y? + x + iy = —2i, 
d’où, en égalant parties réelles et imaginaires 


t?+y+zx —0 
y = —2 


Par suite, si z vérifie 1.106, on a 


y=4, d'où Vr?+4=-x, 


puis, en élevant au carré, 
z'+4=x d'où 4=0, 


ce qui est manifestement inexact et prouve que l’équation 1.106 ne pos- 
sède pas de solution. Autrement dit, l’ensemble des nombres complexes 
z vérifiant 1.106 est vide. 


Exercice 28 Déterminer l’ensemble des nombres complexes 2, z # 1, tels 
que 

z +1 

z—1 





soit imaginaire pur et en donner une interprétation géométrique. 
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Solution. — Soit 2€ C, z £ 1. Posons z = x + iy, et écrivons : 


2+1 c+l+iy  (r+l+iy)(c-1—iy) 2? + y? —1—2iy 
21 æ-l+iy (x—-1+iy}(r-1—-iy) 22+y2-2r+1 








… Z2+1 ne . 
Par suite, ] est imaginaire pur si et seulement si 
Z — 


m+y—-1=0 et 2y£0, 


soit encore 
m+y =1 et y£0. 


L'ensemble des nombres complexes z = x + iy, z # 1, tels que at? soit 
imaginaire pur est donc l’ensemble des nombres complexes qui satisfont à 
l'équation x? + y? = 1 et tels que y # 0. 


Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Si M désigne l’image 
de z dans le plan complexe, le nombre complexe ati est imaginaire pur si et 
seulement si les coordonnées x et y de M satisfont à l’équation x?+y?—1 = 0 
avec y Z 0, autrement dit, si et seulement si 

— M est sur le cercle (C') de centre O = (0,0) et de rayon 1, 

— et M est distinct des points À = (1,0) et 4’ = (—1,0). 


Exercice 29 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z, z Æ à, tels 
que 





z—1 
soit réel et en donner une interprétation géométrique. 


Solution. — Soit 2€ C, z £ i. Posons z = x + iy, et écrivons : 


z+i æ+iy+l) 
z—i x+iy-1) 


D'où, 





ARE _ Le + i(y + 1)]? _ x? — (y +1)? + 2ix(y +1) 
[w+i(y-1)? 22 (y—1)? +2ix(y — 1) 
= (y +1) + 2ix(y + 1)]e? — (y — 1)? — 2ix(y — 1)] 
Le? — (y — 1)? + 2ix(y — 1)][e? — (y — 1)? — 2ix(y — 1)]° 


soit, en effectuant les calculs, 


Zz —1 





É + i 2 1424 + y — 67? — 2y? + 222y? + Aix(x? + y? — 1) 
ai [fr — (y — 1)272 + Ax2(y — 1)? | 
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. z +12 1 
Par suite, (—) est réel si et seulement si 
z —1i 


Ax(x? + y? — 1) = 0, 
soit encore 
æ—=0 ou a? + y? = 1. 


L'ensemble des nombres complexes 2 = x + iy, z £ à, tels que (#)° soit 


réel est donc l’ensemble des nombres complexes distincts de à et qui satisfont 
à l'équation x? + y? = 1 ou à l'équation x = 0. 


Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Si M désigne l’image 


de z dans le plan complexe, le nombre complexe (#)° est réel si et seulement 


si les coordonnées x et y de M satisfont à l'équation x? + y? = 1 ou à 
l'équation x = 0, autrement dit, si et seulement si M est sur la réunion du 
cercle (C') de centre O = (0,0) et de rayon 1 avec la droite d’équation x = 0, 
privée du point ? = (0,1). 


Exercice 30 Soient u et vu des nombres complexes, u £ v, tels que 
[ul = [u| = 1. 
Montrer que pour tout nombre complexe z, le nombre complexe 
+ U Z— G+v)p 
Uu— UV 
est un nombre réel négatif ou nul. 


Solution. — Soit z E C. Posons z = x + iy, et 


__2+uvz-(u+v) 


Z 
u—vV 
On a alors : 
7_?+00:-(G+7) 
_ - . 
Or, la relation ut = [ul? s’écrit ici ux = 1, d’où, puisque u # 0, & = 1. De 


même, U — 1. Par suite, 


NI 


Z — + 2+(1+1 _ uUZ+z-(v+u) __g 
1 _1 v—Uu 
UV 
ce qui se traduit par Z + Z = 0 et prouve que Re(Z) = 0. Autrement dit, Z 
est imaginaire pur : il existe a € R, tel que Z = ia. Par suite, 


72 = 52 2 = _a?, 


qui de toute évidence est un nombre réel négatif ou nul, ce que l’on voulait 
démontrer. 
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Exercice 31 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z € C* tels que 
les points d’affixe 
1 
z, — et l—-2 
Z 


soient situés sur un même cercle centré à l’origine. 


, 1 et 1 — 2 soient 


Solution. — Soit z € C* tel que les points d’affixe z 
situés sur un même cercle centré à l’origine. Alors, 


1 
Lz| = 1 = |1 — 2|. (1.107) 
En particulier, 
1 
2|° 
d’où l’on déduit |z[? = 1, et donc |2| = 1. La relation 1.107 entraîne alors 
Ë | = 1 et [ — z] = 1. Ïl en résulte que dans le plan complexe, les images des 


nombres 2, > L'et 1 — 2 sont situées sur le cercle (C') de centre O = (0,0) et de 
rayon 1. Posons z = x +iy. On a alors : 


ll? =1, soit x°+y°=1, (1.108) 
et [1—2l=1, soit (1—zx)?+y? =1 ie. 1—-27+x?+y? = 1. (1.109) 


Les relations 1.108 et 1.109 entraînent 1 — 2x = 0, soit x — k. Par suite, 
1.108 s'écrit 


[21 = 


d’où 
et donc 


Ceci se traduit par le fait que que z € Cp ,—j}. Réciproquement, il est 
clair que les images de —j? et —j sont bien situées sur le cercle (C'). 


Nous pouvons donc conclure en écrivant que l’ensemble cherché n’est autre 
que la paire {—5?,—5}. 


Exercice 32 Soit z EC, z £0, z # 1. On suppose que les images de 2, 2°, 


#3 et 24 sont situées sur un même cercle. 


1. Montrer que les images de 2?,2% 


cercle. 


, 2* et 2° sont également situées sur ce 


2. Préciser le centre et le rayon de ce dernier. 
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Solution. — 
1. Soit z2E C, z £ 0, z £ 1. Désignons par (C) le cercle contenant les 
images de 2, z?, 2° et z*, et soit a l’affixe du centre { de (C). Si r est 
le rayon de (C), on a alors : 


lz— al = 12? — al =|2 al =|2*-a|=r. (1.110) 
On en déduit : 
elle al = [2117 — al = 121$ — al = 142 — al = jar, (111) 
soit 


2 3 4 5 


[2° — az] = |2° — az = [2° — az] = [2° — azl = l2fr. (1.112) 


Les relations 1.112 signifient que les images de 2?, 25, 24 et 2° sont 


situées sur un cercle (C”) dont le centre (/ a pour affixe az et dont le 
rayon est |z|r. Les images des nombres complexes 2?, 2% et z4 sont à la 
fois sur le cercle (C') et sur le cercle (C”). Sachant que trois points du 
plan déterminent un cercle et un seul, on en déduit que (C') = (C"). 


2. e Il résulte de la question précédente que le centre de (C') coïncide avec 
celui de (C”), ce qui signifie que a = az, soit a — az = 0, ou encore 
a(1 — z) = 0. Comme par hypothèse, z £ 1, 1 —z 4 0 et donc a = 0. 
Autrement dit, le centre de (C') n’est autre que le point O = (0, 0). 
e De plus, le rayon de (C') est égal à celui de (C”). On a donc r = |zr, 
soit r—|z|r = 0, ou encore r(1 —]|2|) = 0. Donc, r = 0 ou 1—{z| = 0. 

— Supposons que l’on ait r = 0. Ceci implique 


z2= == za. 


En particulier, z = 2°, qui s'écrit aussi z — 2? — 0 ou encore 


2(1 — z) = 0. Par suite, z = 0 ou z = 1, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 
— Il en résulte que 1 — [2] = 0, soit [2] = 1. Alors, d’après 1.110, 
|: — a[ = r, ce qui s'écrit maintenant |z| = r. On a donc r = 1. 
En résumé, les images de 2, 2°, 2%, z4 et 2° sont nécessairement situées 
sur le cercle de centre O = (0,0) et de rayon 1. 


Exercice 33 Soit0EeR, 0<0< 7x. 
1. Déterminer l’ensemble des nombres complexes z solutions de l’équa- 
lion : 
2 — 22% cos 0 + 1 = 0. (1.113) 
2. Déterminer 0 pour que les points du plan dont les affixes sont les solu- 
tions de l’équation 1.113 soient les sommets d’un hexagone régulier. 
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1. Effectuons le changement d’inconnue u = 2%. L’équation 1.113 devient : 

u* —2ucos0+1=0. (1.114) 


Pour déterminer les solutions de cette équation du second degré 1.114, 
utilisons la Proposition 6. On a : 


A = 4 cos? 8 — 4 = 4(cos? 8 — 1) = —4sin? 6. 


Les solutions de l’équation 1.114 sont donc : 


2 0 + 2isin 0 
di = ST = cos 8 + isin, 
2 cos 0 — 2isin 0 _. 
et WU= = cosû — isin6. 


Par suite, z est solution de 1.114 si et seulement si z vérifie : 


3 3 


= Cos0 +isin® ou 2° = cos0 — isin6. 


Déterminons les racines cubiques des nombres complexes cos 0 +: sin 0 
et cos 0 — isin 0. Pour ce faire, utilisons la Proposition 10. Les racines 
cubiques de cos 0 + i sin 0 sont 


0 2kn, .. 0 2kr 
2k = cos(= + 3) + isin(= + 3) 


où k& € {0,1,2}. Les racines cubiques de cos 0 — isin9 = cos(—0) + 
isin(—6) sont 
0  2kr 2kT 


(J 
2, = cos(— = + 3) + isin(—2 + 3 ) 


où k € {0,1,2}. L’équation 1.113 possède donc les six solutions 
20» 21 22; 20 2, 22. 


2. e Désignons par Mo, M1, Mo, M6, Mi, M5 les images respectives des 
nombres complexes 20, 21,22, 26, 21,22. Il est facile de voir que les 
points Mo, Mi, M: sont les sommets d’un triangle équilatéral inscrit 
dans le cercle (C') de centre O = (0,0) et de rayon 1. Il en est de 
même des points My, M, M5, qui sont d’ailleurs visiblement les 
conjugués respectifs de Mo, Mi, M2. 


e De l’hypothèse 0 < 0 < 7, nous déduisons 0 < £ < 5. D'autre part, 
20 = cos £ + i sin £ est la seule solution de 1.113 dont l’argument 
est compris entre 0 et 5 et de même 2 = cos £ — i sin $ est la seule 


solution de 1.113 dont l’argument est compris entre —% et 0. 
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e Si l’on désigne par (H) l'hexagone dont les sommets sont les points 
Mo, M1, M2, M5, Mi et M5, il en résulte que les seuls points de (H) 
situés sur l’arc du cercle (C') joignant les points À = (3, v3), I = 
(1,0), et B — —À, v3) sont les points Mo et Mi. 


e Pour que l’hexagone (H) soit régulier, il est alors nécessaire et suf- 
fisant que l’angle (OM, OM) = ÎT, ce qui entraîne 2 = 2, d'où 
finalement 0 — 5. 


Exercice 34 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels qu'il existe 
x ER vérifiant : 
>= l1+1x 
l—ir 











Solution. — | 
e Soit z un nombre complexe qui s'écrit z — +, oùxzER.Ona 
alors | | 
Lez te lie 
l—1x l+ix 


ce qui prouve que || = 1. Autrement dit, z € U. 
e Réciproquement, si z € U, nous pouvons l'écrire : 


z = cos0 +isin0, avec 0 < 0 < 27. 


— Si0 £ 7, soit £ Æ 5, posons x = tan £. Des formules classiques de 
trigonométrie permettent d'écrire : 














cos 0 — la et sin0 — 2x 
| 1+7  l+x2 
Par suite, 
=1=T 2x 1-2? +2ix (l+ix)? _ 1l+ix 
d+a2  1+a2  1+a2 (1+ir)(1—ix) 1—-ix 
— Si 0 = 7, soit z — —1, supposons qu’il existe x € R tel que —1 — 
lui 
] Lu _ On a alors —1+ix = 1 +ix, soit —1 — 1, ce qui est absurde. 
— à 
145 
Il n'existe donc pas dans ce cas de nombre réel x tel que z — ] Lu _ 


En résumé, l’ensemble des nombres complexes 2 tels qu’il existe x ER 
? 02 





1+ix 
vérifiant z = + — est constitué de l’ensemble U des nombres com- 


plexes de module 1, privé du nombre —1. 
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Exercice 35 1. Soient a, b et c trois nombres complexes et À, B et C 
leurs images respectives. Montrer que À, B et C sont alignés si et 
seulement si 


©" 
S] 


b—a 
= . 1.11 
C—a C — ( 115) 








Al 


2. Déterminer l’ensemble des nombres complexes 2, z & {0,1,i}, tels que 
les images de à, z et iz soient alignés. 


Solution. — 
1. Les points À, B et C sont alignés si et seulement si il existe À € R tel 
que l’on ait 


AÂB = XAC, ce qui se traduit par b—a= AÀ(c— à). 


Il revient au même de dire que À, B et C sont alignés si et seulement 





si € R, ce que l’on peut exprimer par 


— à 














b—-a b—a 
( ) soit = 
c—a c—a C 
2. Compte tenu des hypothèses, la question ci-dessus permet d’affirmer 
que les images de 1, z et iz sont alignées si et seulement si 


Zz—1 Zz +2 








j=i ii soit (z2—1)(—iz +i) = (iz —i)(Zz +i), 


ce qui donne, en effectuant les calculs, 
Qizz —iz—iz-2+2—0, soit Jill? —iz-i2-2+7—0. 
Posons alors 2 = x + iy. La relation ci-dessus s’écrit : 
Qi(a? + y?) — i(x + iy) — (x — iy) — (x + iy) + (x — iv) = 0, 


soit encore 
a +y —-r-y=0. 


L'ensemble des nombres complexes z = x +iy répondant à la question 
est donc contenu dans l’ensemble des nombres complexes z différents 
de 0, 1 et 5 qui satisfont à l’équation 


a+ —-x-y=0. 
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Donnons une interprétation géométrique de ce résultat. Ecrivons cette 
relation sous la forme plus judicieuse : 


GS +5) = 


Si M désigne l’image dans le plan complexe d’un nombre complexe z 
n’appartenant pas à {0,1,:}, les images de à, z et iz sont alignées si 
et seulement si les coordonnées x et y de M vérifient l’équation 1.116, 
autrement dit si et seulement si M est sur le cercle (C') de centre 
1 1  L 
(® _É ? et de rayon 3; privé des points O = (0,0),7 = (1,0) et 
— (0,1). 


1 
—, 1 

5 (1.116) 
d’ 


Exercice 36 1. Soient a, b et c trois nombres complexes et À, B et C 
leurs images respectives. Montrer que À, B et C sont les sommets d’un 
triangle équilatéral si et seulement si 


a? + b? + c? — ab — bc — ca = 0. (1.117) 


2. Déterminer l’ensemble des nombres complexes z, z € {0,1,i}, tels que 
les images de i, z et iz soient les sommets d’un triangle équilatéral. 


Solution. — 


1. Les points À, B et C sont les sommets d’un triangle équilatéral si et 
seulement si : 


| AB I-1 AC IL et [(4B, AC) = = ou (4ÂB, AC) = -= 
ce qui se traduit par 
b—a|={c—-al et Arg(c-— a) = Arg(b-— a) + = [2x], 
ou 
(b—al=|c—-al et Arg(c—a) = Arg(b — a) — — à ri 


Si l’on introduit les nombres complexes j = cos 27 3 + sin r ainsi que 


j? = cos 2x — sin 27, on peut vérifier aisément que les relations ci- 


dessus sont équivalentes à 
c—a=—j(b-a) ou c—a—=-5j(b-a), 


soit 
c—a+jb—jÿfa=0 ou c—-a+3jb—ja=0, 


02 
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soit encore, compte tenu de 1 + j + 3? =0, 
c+ja+ÿb=0 ou c+j?a+3b=0. 


On peut donc affirmer que les points À, B et C' sont les sommets d’un 
triangle équilatéral si et seulement si 


(c+ ja + 32b)(c + j?a + jb) = 0 (1.118) 


En effectuant les calculs et compte tenu de 3° = 1 et 1+ 7 + j? = 0, la 
relation 1.118 se réduit alors à 


a =b+c —ab—bc—ca=0. 


Nous pouvons donc conclure en disant que les points À, B et C sont 
les sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si 


a? + b? + € — ab — bc — ca = 0. 


. La question ci-dessus permet d'affirmer que les images de i, z et 22 sont 


les sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si 
+2 +227 iziz —ÿz—0 soit iz?+(i—1)z+1—0. (1.119) 


Pour résoudre cette équation du second degré, utilisons la Proposition 
6. On a 
A = (i— 1)? — di = —Gi. 


Il nous faut alors déterminer les racines carrées de —Gi. Si d = x + iy 
vérifie 6? = —64, on à : 


(x + iy)? = 2? — y? + Qœyi = —6i, 
soit, en égalant parties réelles et imaginaires : 
m'y =0 et 2ry = —6. (1.120) 
D'autre part, [62] = 36 = 6, soit encore : 
r? + y? = 6. (1.121) 
De 1.120 et 1.121 on déduit : 
z=3 et y°=3, (1.122) 


d’où 


cl= V3 et |yl = V3. (1.123) 
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Enfin, la relation 2xy = —6, 5.e. xy = —3 < 0, implique que x et y sont 
des nombres réels de signe opposé. Il en résulte que les deux racines 
carrées de —62 sont : 


D =V3(1—-i)—= et 02 =-V3(1—i). 
Par suite, les solutions de 1.119 sont données par : 


__(i-i)+4V38(1 5) x __(1—i) - V3 — 5) 
AT di CRT x 


soit encore 


__({+i(i+ vi) . - U+i(V8 —1) 
_ 2 2 2 


et 


Nous pouvons donc conclure en disant que l’ensemble des nombres 
complexes z tels que les images de i, z et iz soient les sommets d’un 
triangle équilatéral est la paire 


[A +i)(1+V3) (1+i)(V3 - 1), 
2 ’ 2 ° 


Exercice 37 Soient 21, 22, z3 et z4 quatre nombres complexes. On suppose 
que ces nombres sont les affires respectifs des sommets successifs Z1, Zo, Za 
et Za d’un quadrilatère convexe du plan. On désigne par a, b, c et d les affires 
respectifs des centres À, B, C et D des carrés construits sur chacun des 
côtés du quadrilatère, extérieurement à ce dernier. Montrer que les segments 
joignant les centres de deux carrés construits sur des côtés opposés sont de 
même longueur et que leurs supports sont perpendiculaires. 


Solution. — Nous supposerons ici que (Z1Z2, Z1Z4) > 0. Dans le cas 
où (Z122, Z1Z4) < 0, la démonstration est tout à fait semblable (mutatis 
mutandi). Nous laissons au lecteur le soin de l’écrire. 
Désignons par Z: le point du plan défini par 
— — — — FT 
AZ IElZAZ2T et (212222) =>, 


et soit z1 l’affixe de Z1. Ces relations se traduisent par 
T 
[21 — 21l = |22 — 21] et Arg(zi — 1) = Arg(z2 — 1) — 5 [27] 


Introduisons le nombre complexe i. On peut vérifier aisément que les relations 
ci-dessus sont équivalentes à 


21 — 21 = —i(22 — 2). 
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D'autre part, le point À est défini par l'égalité 
_ . 1, _- - 
OA = OZ + 5 (2122 + Z12Z;), 
ce qui se traduit par 
1 
a = 21 + 522 — 21 — i(22 — 21)|. (1.124) 


On montrerait de même que 


1 
b = 22 + 33 — 22 — (23 — 22)l, (1.125) 
1 
C= 23 + 5 l#4 — 23 — 0(24 — z3)|], (1.126) 
1 
d = 24 + 5 — 24 — i(z1 — z4)|. (1.127) 
Calculons alors : 
l 
c—a— sU3+4— 2 -a)- 5 (4-2-2+4) (1.128) 
1 à 
d — b = JU + — 22 — 23) — Sa — 24 — 28 + 20), (1.129) 


et 
1 
i(c— a) = TE + 24 — 21 — 22) + 5 C4 — 23 — 22 + 2). (1.130) 
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Nous constatons alors que d — b = i(c — a), ce qui entraîne 
Id—bl=I|c-al et Arg(d—b) = Arg(c-a) + à [2x], 
et se traduit par 
| BD || AC | et (BD,AC)= = 


Nous avons ainsi prouvé le résultat annoncé. 


Exercice 38 Soient 21, 22 et z3 trois nombres complexes. On suppose que 
ces nombres complexes sont les affires respectifs des sommets Z1, Z2 et Z3 
d’un triangle. On désigne par a, b et c les affixes respectifs des barycentres À, 
B et C des triangles équilatéraux construits sur chacun des côtés du triangle, 
extérieurement à ce dernier. 


1. Montrer que le barycentre du triangle de sommets Z1, Z2 et ZA coïncide 
avec celui du triangle de sommets À, B et C. 


2. Montrer que ce dernier est équilatéral. 





Solution. — Nous supposerons que (Z122, Z1Z3) > 0 (si (Z1Z2, Z1Z3) < 0, 
la démonstration, tout à fait semblable (mutatis mutandi), est laissée au 
lecteur). 


1. Désignons par Z: le point du plan défini par 


_ - - - LE 
[21271 [=] Z122 | et (Z122, 125) = T3 
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et soit z} l’affixe de Zi. Ces relations se traduisent par 
LS 
|21 — 21] = 122-211 et Arg(zi — 1) = Arg(z — 1) — 3 [2x]. 


Introduisons le nombre complexe j. On peut vérifier aisément que les 
relations ci-dessus sont équivalentes à 


21 — 21 = —(22 — 1). 


D'autre part, le point À, barycentre du triangle de sommets Z1, Z\ et 
Z2, est situé sur la médiane de ce triangle issue de Z1, au deux tiers 
de sa longueur à partir de Z1. Le point À est donc défini par 


— e- 2 l ns nr 
OA = OZ1 + 3 31222 + Z12:), 


ce qui se traduit par 


1 
a=atsle-x — (22 — 21). (1.131) 
On montrerait de même que 
1 . 
b=22+ {28 — 20 — ÿ(2s — 22)|, (1.132) 
1 
C= 23 + sl — 23 — (21 — 23). (1.133) 


Désignons par G le barycentre du triangle de sommets Z1, Z2 et Z3, 
et soit g l’affixe de G. Le point G peut être défini par 


0& = (0% + OZ + OZz), 


ce qui se traduit par 


1 
g = 341 + 22 + 23). 


On a alors : 
1 1 1 . 
ju+b+c) = Ua +22 +23) + Se 4 — (2 — 4) +28 — 2 
— ÿ(23 — 22) + 21 — 23 — j(a — 23) 
1 
— 34 + 20 + 23), 
ce qui se traduit par 
1 — — — 1 — — — — 


et prouve bien que le barycentre du triangle de sommets À, B et C 
n’est autre que le point G. 
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2. Calculons : 


1 . . 
b—a=z2-ntsls-2-5(G3-2)-2+24 + j(22 — )] 


: 
— 32 — 221 + 23) — = (23 — 222 + 21), 


1 . . 
c—a=zs-atsla-2-5j(4 — 23) — 22 + 21 + (2 — 4) 
1 J 
= (223 — 21 — 22) — = (221 — 23 — 22), 
3 3 
et 
J ÿ 
—j(c— a) = 3223 — 21 — 22) + 3 Ca — 23 — 22), 
soit, compte tenu de l'égalité 1 + j + 5? = 0, 


_1—)j 





—j(c— a) = —S (223 — 4 — 22) + (221 — 23 — 22) 


= (24 + 23 + 22) — 1 + 21 — 222). 
Nous observons alors que b — a = —j(c — a), ce qui entraîne 
b—al=|c—-al et Arg(b-— a) = Arg(c— a) — = [2x], 
et se traduit par 
| AB || AC | et (4B, AC) = ——. 


Nous avons ainsi prouvé que le triangle de sommets À, B et C'est bien 
équilatéral. 


Exercice 39 Existe-t-il n € N*, tel que le nombre complexe 


2+1 
2—1 





Z = 


soit une racine n-ième de 1 ? 
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Solution. — La réponse est non. Raisonnons par l’absurde en supposant 





. . ? . . 
qu’il existe n € N*, tel que le nombre complexe z = D; soit une racine 
— À 


n-ième de 1. On a donc 
(+ 
2 —ài 





)"=1, soit (2+i)" =(2-—;)", 
que nous allons écrire astucieusement sous la forme 
[(2 — &) + 2 = (2 — i}7. (1.134) 


Développons le premier membre de 1.134 à l’aide de la formule du binôme 
de NEWTON. Il vient : 


1 — ] 
(2-— à) + () (2 — à)" 1. 26 + + ( = ) (2— (2-1 + (ai) = (2—i)?, 
soit, après simplification et mise en facteur, 


(2 — a1(,) (2 — 572,9 + + (. ) (25) 1] + (25) = 0. (1.135) 


Imaginons alors le calcul de l’expression entre crochets de la relation 1.135 
à l’aide de l’application répétée de la formule du binôme de NEWTON pour 
développer (2 — 5)7-2,(2 — 5)". etc. Il est clair qu’à l’issue de ces opéra- 
tions, l'expression entre crochets sera du type À + iB, où À et B sont des 
entiers de Z. La relation 1.135 s’écrira donc : 


(2 — i)[A + iB] = —(2i}", 
d'où l’on déduit 
2—:lA+iB| ={|2il", soit V5V42+B2=2?, 


et enfin 
5.(42 + B?) = 2°", (1.136) 


Cette dernière relation est évidemment impossible puisque l’entier naturel 
5.(4? + B?) est manifestement un multiple de 5, ce qui n’est pas le cas de 
l’entier 22. Il n'existe donc pas d’entier n € N°, tel que le nombre complexe 





+7 . . 
Z = 5 soit une racine n-ième de i. 
— à 


Chapitre 2 


Polynômes 


2.1 Rappels de cours 


2.1.1 Définitions et propriétés générales 


Dans tout ce qui suit, (K,+,.) désigne le corps (Q,+,.) des nombres 
rationnels, le corps (R,+,.) des nombres réels ou le corps (C,+,.) des 
nombres complexes. 


Rappelons tout d’abord qu’une suite d'éléments de K est par définition une 
application 
a:k— ax (2.1) 


de N vers K. Pour désigner une telle suite, nous utiliserons, comme le veut 
l'usage, la notation (az),eN, plutôt que la notation fonctionnelle 2.1. 


Définition 7  e Une suite (az)L,eN d'éléments de K dont tous les termes 
sont nuls à partir d’un certain rang, autrement dit telle que 


il existe ko € N tel que pour tout k E N, k > ko implique ag = 0, 


prend le nom de polynôme à une indéterminée à coefficients dans K. 
e La suite (ax),en telle que ax = 0 pour tout k € N, est appelée polynôme 
nul et est notée O. 
e Toute suite (a),en telle que ao = À E K et ax = 0 pour tout k € N°, 
est appelée polynôme constant et est encore notée À. 


L'ensemble de ces polynômes à une indéterminée à coefficients dans K est 
noté K[X]. ! 


Définition 8 Soit P = (at),enN € KIX|, P # O. 


1. Patience! Cette terminologie et cette notation prendront tout leur sens dans les 
pages qui vont suivre. 
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e On appelle degré de P, et on note deg(P) le plus grand élément de 
l’ensemble {k € N:ax # 0}. Ainsi, n = deg(P) si et seulement si 
An £ 0 et si ax = 0 pour tout k E N tel que k > n. 

e Lorsqu'il en est ainsi, a s'appelle le coefficient dominant du polynôme 
P. 

e Dans le cas particulier où an = 1, P prend le nom de polynôme uni- 
taire. 

e Enfin, on pose deg(O) = —co. 


Ainsi, 

e (2,0,—7, 20, …,0,..) est un polynôme à coefficients dans R de degré 
3 (tous les termes de cette suite sont nuls à partir du cinquième 
rang). ? 

e (7,-3,2+1,0,...,0,..) est un polynôme à coefficients complexes de 
degré 2. 

e La suite (u,) neN définie en posant pour tout n € N, u, = n n’est pas 
un polynôme puisqu’elle contient une infinité de termes non nuls. 


On définit sur l’ensemble K[X] une première loi de composition interne ap- 
pelée addition, encore notée abusivement +, en posant pour tous polynômes 


P = (ar)xen €t Q = (bk)zenN de K[X] : 


P +Q = (ar + bk)geN 


Cette loi est associative, 1.e. pour tous polynômes P, Q et R de K[X] : 


(P+Q)+R=P+(Q +R). 


Elle est commutative, i.e. pour tous polynômes P et Q de K[X] : 


P+Q=Q+P. 


Elle possède O comme élément neutre, i.e. pour tout polynôme P de 
K[X] : 
P+0=0+P=P. 


Tout polynôme P de K[X] possède un symétrique (appelé opposé et 
noté —P) qui est —P = (—a4),N. 
Autrement dit 


Proposition 11 (K[X],+) est un groupe commutatif. 
Proposition 12 Soient P et Q des polynômes de K[X]. Alors, 


deg(P + Q) < max[deg(P), deg(Q)]. 


2. Naturellement, c’est aussi un polynôme à coefficients dans €, puisque tout nombre 
réel est un nombre complexe particulier. 
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Donnons des exemples élémentaires : 
— Effectuons, dans C[X1, la somme des polynômes À = (0,3,7,0,...,0,….), 
de degré 2, et B = (7,e,3i,8,0,..,0,...), de degré 3. On a : 


A+B = (0,3,7,0,...,0, ...)+(7, e, 36,8,0,...0, ….) = (7,3-+e,m+3,8,0,...,0, ..). 


Le degré de cette somme est 3. 
— Effectuons maintenant la somme des polynômes C = (0,3,—7,0,..., 0, ..), 
de degré 2, et D = (1,4,7,0,...0,...), de degré 2. On a : 


C+D=(0,3,-—7,0,..,0,...) + (1,4,7,0,...,0,..) = (1,7,0,...,0,..), 
qui n’est que de degré 1. 


On définit sur K[X] une seconde loi de composition interne appelée mul- 
tiplication, encore notée abusivement . , en posant, pour tous polynômes 
P — (ax )peN et Q — (bk)KeN de K[X|] : 


k 


P.Q = (ck)zenN: où, pour tout k EN, cx = Ÿ_ abri. 
i=0 


Explicitons l'expression des premiers coefficients cz : 
Co = aobo, 
C1 = Gob1 + a1bo, 
C2 = @0b2 + a1b1 + a2bo, etc. 


e La multiplication est associative, i.e. pour tous polynômes P, Q et R 
de K[X] : 
(P.Q).R = P.(Q.R). 


e Elle est commutative, ï.e. pour tous polynômes P et Q de K[X] : 
P.Q = Q.P. 


e Elle est distributive par rapport à l’addition, 1.e. pour tous polynômes 
P,Q et R de K[X|, : 


(P+Q).R=PR+QR, 
P(Q+R)=P.Q+P.R. 


e Elle possède comme élément neutre le polynôme constant noté 1. Au- 
trement dit, pour tout polynôme P de K[X] : 


P1=1P=-P 


e Les éléments de K[X] qui possèdent un symétrique pour la multiplica- 
tion sont les polynômes constants À, où À # 0. 
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En résumé 


Proposition 13 (K|X|,+,.) est un anneau commutatif dont le groupe des 
unités est constitué des polynômes constants non nuls. 


Donnons ici aussi un exemple de multiplication de deux polynômes : 
Effectuons dans R|X|, le produit du polynôme F = (0,3,7,0,...,0,...) par 
le polynôme G = (7,e,0,...,0,...). On a : 


FG = (0,21,3e + 77r,em,0,...,0,...). 


La Proposition 13 a pour conséquence deux règles de calcul très importantes 
dans la pratique que nous allons rappeler ci-dessous. 


Proposition 14 Soient P et Q des polynômes de K[X] et n € N*. Alors, 


1. on a : 
k=n-—1 


P* Q" _ (P … Q) D)» PFQM- ET, 


k=0 
2. Si de plus, l’entier n est impair, (i.e. n = 2p +1), 


k=2p 


Pr+Q"=(P+Q) D (-1)PFQPÉ. 


k=0 


Proposition 15 - Formule du binôme de NEWTON - Soient P et Q 
des polynômes de K[X] et n € N*. Alors : 


k=n 
n — M \ pkhn-k 
(P+QY = SN ()r QM—É. 
k=0 
Proposition 16 Soient P et Q des polynômes de K[X]. Alors, 
deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q). 


Il en résulte que si P £ O et Q Æ O, alors, deg(P.Q) > 0, et donc P.Q # O. 
Ceci s’exprime de manière équivalente par la 


Proposition 17 Soient P et Q des polynômes de K[X]. Alors, 
PQ=O — (P=OouQ=0O). 


On définit encore sur K[X] une loi de composition externe en posant pour 
tout À € K et tout polynôme P = (a4)LeN : 


XP = (Aak)geN- (2.2) 
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On vérifie aisément que pour tous éléments À et u de K et pour tous poly- 
nômes P et Q de K|X] : 
(x + u)P = XP + P, 
A(P+Q)=AP+)Q, 
A(uP) = (Au)P, 
1P = P. 


Par suite, 


Proposition 18 Muni de l’addition des polynômes et de la loi de composi- 
tion externe définie en 2.2, K[X] est un K-espace vectoriel. 


De plus, 
Proposition 19 Soient À E K, À £ 0 et PE K|X|. Alors, 
deg(X\P) = deg(P). 
Enfin, pour tout À € K et pour tous polynômes P et Q de K[X] : 
(XP).Q = P.(XQ) = X(P.Q). 
On peut donc énoncer : 


Proposition 20 Muni de l'addition des polynômes, de la multiplication des 
polynômes et de la loi de composition externe définie en 2.2, K[X] est une 
K-algébre associative, commutative et possédant un élément unité. 


2.1.2 Retour à la notation habituelle 


Maintenant que nous avons construit l’algèbre des polynômes, nous 
allons procéder à un changement de notations qui va permettre de re- 
trouver une expression des polynômes beaucoup plus habituelle pour les 
lecteurs. 


De façon précise : 


Définition 9 La suite (az),-N telle que ao = 0, ai = 1 et ax = 0 pour tout 
kEN, k > 2 est appelée l’indéterminée et est notée X. 


On pose X° — 1 et une récurrence immédiate montre que la suite (ay) kEN 
telle que a, = 1 et ax = 0 pour tout k € N, k  n, n’est autre que le 
polynôme 


X® = X.X.X...X. 
er, me 


n fois 
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Plus généralement, si P = (az),en est un polynôme de degré n, on vérifie 
aisément que : 


n 
P = a+aX +aX?+.…+anX", (ou encore P=S aX"). 


k=0 


Nous adopterons désormais cette écriture. Pour k € N, 0 < k < n, l’élément 
ax de K s’appelle le coefficient de X*. 


Ainsi, par exemple, on écrira désormais le polynôme de R|X] 
P = (3,5,7,—7,0,...,0,...) 

sous la forme plus habituelle 
P=3+5X+nX"-—7X$. 


Proposition 21 La famille (X"),-N est une base (infinie) du K-espace vec- 
toriel K[X]|, appelée base canonique. 


Notons encore que la partie de K[X] constituée des polynômes de degré 
inférieur ou égal à n, notée K,[X], est un sous-espace vectoriel de K[X], de 
dimension finie n + 1. 


Définition 10 Soient P — 5 %_jax XF et Q des polynômes de K[X]. On 
appelle polynôme composé de P et de Q, le polynôme noté P(Q), défini par 


P(Q) = à «x Q° 
k=0 


(où l’on convient que Q° — 1). 


On dit que P(Q) s'obtient par substitution dans P du polynôme Q à l’indé- 
terminée X. 


Ainsi par exemple, si 


P=X+X?, 
Q=1-3X, 
ON à : 
P(Q)=Q+Q° 


—1-3X+(1-3X) 
—1-3X+1-6X +9X? 
—2—9X +9X?2. 


Proposition 22 Soient P et Q des polynômes non nuls de K[X]. Alors, 


deg|P(Q)] = deg(P).deg(Q). 


2.1. RAPPELS DE COURS 65 


2.1.3 Fonctions polynomiales 


Définition 11 Soit P = SE ja; X* un polynôme de K|[X]. On appelle 
fonction polynomiale associée à P, l’application 


P:K—K 


définie en posant pour tout x € K : 
: n 
P(x) = D)» art. 
k=0 


Il est facile de voir que la fonction polynomiale associée à la somme, au 
produit ou au composé de polynômes P et Q de K[X ]_est la somme, le 
produit ou la composée des fonctions polynomiales P et Q. 


On montre qu’étant donnés des polynômes P et Q de K[X|], les fonctions 
polynomiales P et Q coïncident sur K si et seulement si P = Q. Pour ne pas 
alourdir le texte, nous noterons souvent P et Q les fonctions polynomiales 
P et Q. 


Définition 12 Soit P = 3 %_,ax XF un polynôme de K[X]. On dit qu’un 
élément a de K est un zéro du polynôme P lorsque P(a) = 0. 


2.1.4 Divisibilité, division euclidienne 


Définition 13 Soient À et B des polynômes de K[X]. On dit que À divise 
B (ou que À est un diviseur de B, ou encore que B est un multiple de À), 
et on écrit À | B, s’il existe C € K[X] tel que B = CA. 


Notons que si À | B et si B £ O, alors deg(A) < deg(B). La proposition 
suivante résume les propriétés principales de la relation de divisibilité. 


Proposition 23 Soient À, B,C et D des polynômes de K[X]. On a : 
- A|À; 

si A|BetBl|C, alors A|C'; 

si A|BetB | À, alors il existe À E K, À £ 0, tel que B = A; 

si A|B, alors A | BC; 

si A|BetA|C, alors A|B+CetA|B-C'; 

si A|BetC]|D, alors AC | BD. 


Proposition 24 - Division euclidienne - Soient À et B des polynômes 
de K|X|, B # O. Il existe un unique couple (Q, R) d'éléments de K[X] tel 
que 

A=BQ+R et deg(R) < deg(B). 
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Dans l'écriture ci-dessus, le polynôme À est appelé le dividende, le polynôme 
B le diviseur, le polynôme Q le quotient et le polynôme R le reste de la 
division euclidienne de À par B. 


Exemple - Soient À = X5+X*+X3+X?+X+1 et B = X4-1 des polynômes 
de R[X]. Déterminons le quotient Q et le reste R de la division euclidienne 
dans R[|X] de À par B en utilisant la disposition pratique qui suit : on 
commence par ordonner À et B suivant les puissances décroissantes de 
l’indéterminée. On dispose ensuite dividende et diviseur comme pour une 
division euclidienne d’entiers naturels et on utilise le même algorithme 
que pour cette dernière. 


X°+X"+X"+X"+X +1 


—XS + X 
XI+XS+X24+9X +1 


— X4 +1 
XS+X2+2X +02 





On a obtenu ici : 


Q=X+1 et R=X°+X?+92X +2. 


La Proposition 24 a pour conséquence : 


Proposition 25 Soient P un polynôme de K[X] etaeK. Pour que a soit 
un zéro de P (i.e. P(a) = 0), il faut et il suffit que (X — a) | P. 


Corollaire 3 Soit P un polynôme de K[X]. Si deg(P) = n, n > 1, et si P 
admet au moins n + 1 zéros, alors P = 0. 


Corollaire 4 Soit P un polynôme de K|[X]. Si P admet une infinité de zéros, 
alors P = O. 


2.1.5 ppcm. pgcd. Algorithme d’'EUCLIDE 


Soient À et B des polynômes non nuls de K[X]. L’ensemble des degrés des 
multiples communs à À et à B admet un plus petit élément m. On démontre 
qu’il existe un unique polynôme unitaire M, de degré m qui soit un multiple 
commun à À et à B. 


Définition 14 e Ce polynôme M s'appelle le plus petit commun mul- 

tiple unitaire de À et de B et on le note ppcm(A, B) (ou encore AVB). 

e Tout polynôme du type AM, où À € K, À # 0, est encore appelé un 
ppem de À et de B. 


Proposition 26 e L'ensemble des multiples communs de À et de B, 
coïncide avec l’ensemble des multiples de M = ppem(A, B). 
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e Ainsi, ppcm(À, B) est l’unique polynôme unitaire M de K[X\ tel que : 


AIM et B|M, 
pour tou PEK|X|, (A|Pet B|\P)=M\|P. 


De même, l’ensemble des degrés des diviseurs communs à À et à B admet un 
plus grand élément d. On démontre qu’il existe un unique polynôme unitaire 
D, de degré d qui soit un diviseur commun à À et à B. 


Définition 15 e Ce polynôme D s'appelle le plus grand commun divi- 
seur unitaire de À et de B et on le note pgcd(A, B) (ou encore AAB). 
e Tout polynôme du type AD, où À E K, À À 0, est encore appelé un pgcd 

de À et de B. 


De plus, si D — pgcd(A,B), alors il existe U et V dans K[X|, tels que 
D = AU + VB, la réciproque de cette propriété étant inexacte. 


Proposition 27 e L'ensemble des diviseurs communs de À et de B, 
coëncide avec l’ensemble des diviseurs de D = pgcd(A, B). 
e Ainsi, pgcd(A, B) est l’unique polynôme unitaire D de K[X\ tel que : 


D|Ae D], 
pour tout PE K|X], (P| Aet P|B)=P|D. 


Plus généralement, si A1, A2, …, À, sont des polynômes de K[X|, on peut dé- 
finir (comme on l’a fait ci-dessus pour deux polynômes), ppem(A1, A2, …, Ah) 
comme étant le polynôme unitaire de degré minimum M, tel que A1 | M, 
A2 | M,.., An | M. 


De même, on peut définir pgcd(A1, A2,..., An) comme étant le polynôme 
unitaire de degré maximum D tel que D | A1, D | 42,…., D | À,. 


Il existe un procédé systématique pour le calcul pratique du pgcd de deux 
polynômes, que nous allons détailler, appelé algorithme d'EUCLIDES, basé 
sur le résultat suivant : 


Proposition 28 Soient À et B des polynômes non nuls de K|X|, tels que 
deg(A) > deg(B). Si la division euclidienne de À par B s'écrit À = BQ+R 
(avec deg(R) < deg(B)), alors 


pgcd(À, B) = pgcd(B, R). 


3. EUCLIDE (325 - 265 av.JC), Mathématicien grec de l’école d'Alexandrie est l’auteur 
des Eléments qui sont considérés comme l’un des textes fondateurs des mathématiques. 
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L’algorithme d'EUCLIDE consiste alors à effectuer des divisions euclidiennes 
successives. On écrit successivement : 
A= BQ1+R1 (deg(R1) < deg(B)) 
B = R1Qz2 + R2 (deg(R2) < deg(R1)) 
R1 = R2Q3 + Rs (deg(R3) < deg(R2))...etc. 


et en utilisant la Proposition 28, il vient : 


pgcd(A, B) = pgcd(B, R1) = pgcd(R1, Ro) = pgcd(R>, R3)..etc. 


La suite (deg(R1), deg(R2), …) étant une suite strictement décroissante d’en- 
tiers naturels, il existe donc un indice n tel que deg(R,) = —-0o, 1.e. Ra = O. 
Ceci signifie que Rn-2 = Rn-1Qn. Puisque pgcd(A, B) = pgcd(Rh-2, Rn-1), 
il est alors clair que le dernier reste non nul des divisions successives dé- 
crites dans le procédé ci-dessus, 1.e. Rh-1, fournit un pgcd des polynômes 
À et B. Enfin, si À est un élément de K tel que ÀR,-1 soit unitaire, alors 
pgcd(4, B) = ARn-1. 


Exemple - Soient À = X°+X#+X3+X2+X+1et B = X4-1 des polynômes 
de R|X]. Calculons pgcd(A, B). On écrit successivement : 


XS + XIE XS+X EX +1 (XT—1)(X +1)+ X$ + X? +2X + 2; 
X4—-1=(X$+X2+92X +2)(X — 1) — X? +1; 
XS+X2+2X +2—(-X7+1)(-X —-1)+3X +3; 
X 1 
-X?+1= (8X +8) 7 +5)+0. 


Le dernier reste non nul des divisions successives de l’algorithme d’EU- 
CLIDE est 3X +3. Par conséquent, pgcd(A, B) = 5(3X +3) = X +1. 


2.1.6 Polynômes premiers entre eux 


Définition 16 Soient À et B des polynômes non nuls de K[X]. On dit que 
À et B sont premiers entre eux (ou sont étrangers), si pgcd(A, B) = 1. 


Lorsqu'il en est ainsi, les seuls diviseurs communs à À et à B sont les poly- 
nômes constants non nuls. 


Théorème 1 - Identité de BEZOUT “ Soient À et B des polynômes non 
nuls de K|X]. Pour que À et B soient premiers entre eux, il faut et il suffit 
qu'il existe U € K[X] et V € K[X] tels que 


AU + BV = 1. 


4. Etienne BEZOUT (1730 - 1783). Mathématicien français, connu pour ses travaux 
relatifs aux équations algébriques. 
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Plus généralement, des polynômes non nuls A1, 42, …, À, de K[X|, sont dits 
premiers dans leur ensemble si pgcd(A1, A2, …, A) = 1. Il faut et il suffit 
alors pour cela qu'il existe U1, Uo, …, Un € K[X1] tels que 


U1 A1 + Un À) + … + Un An = 1. 


Théorème 2 de GAUSS - Ÿ Soient À, B et C des polynômes non nuls de 
K[X]. Si À | BC et si À et B sont premiers entre eux, alors A |C. 


Notons encore les propriétés suivantes : 


Proposition 29 Soient À, B et C des polynômes non nuls de K[X]. Si À 
et B sont premiers entre eux et si À et C sont premiers entre eux, alors À 
et BC sont premiers entre eux. 


Corollaire 5 Soient À et B des polynômes non nuls de K[X]. Si À et B 
sont premiers entre eux, alors pour tous m,n € N*, A7 et B" sont premiers 
entre eux. 


2.1.7 Polynômes irréductibles 


Définition 17 Un polynôme P de K[X] est dit irréductible dans K[X] si 
deg(P) > 1 et si ses seuls diviseurs dans K[X\ sont les polynômes constants 
non nuls et les polynômes du type XP, où À EK, À £ 0. 


Remarque - Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait qu’il est très 
important de préciser dans quel corps un polynôme est irréductible. 
Ainsi, un polynôme irréductible dans C[X] est irréductible dans R{X] 
et un polynôme irréductible dans R[X] est irréductible dans Q[X]. Les 
réciproques sont inexactes. En effet : 
— Le polynôme X°? — 2 est irréductible dans Q[X], mais n’est pas irré- 
ductible dans R[X], puisque X? — 2 = (X + /2)(X — V2). 
— Le polynôme X? +1 est irréductible dans R[X], mais n’est pas irré- 
ductible dans C[X], puisque X? +1 = (X +i)(X — i). 


Proposition 30 Soient À et B des polynômes non nuls de K[X1] et soit P 
un polynôme de K[X|, irréductible dans K[X]. Si P | AB, alors P | À ou 
P | B. 


Cette proposition a pour conséquence le 

Théorème 3 - Décomposition primaire - Soit À un polynôme de K[X]|, tel 

que deg(À) > 1. Il existe des polynômes unitaires de K[X|, irréductibles dans 
5. Karl Friedrich GAUSS (1777 - 1855). Mathématicien, astronome et physicien alle- 


mand. Surnommé le prince des mathématiciens”, il est souvent considéré comme le plus 
grand mathématicien de tous les temps. 
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K[X], P1,P2,…, Pr, deux à deux premiers entre eux, des entiers r1,r2,.….,Tk 
de N* et un élément non nul À de K, tels que 


A= XP; P;2...PFr. 
Cette écriture est unique à l’ordre près des facteurs. 


Cette décomposition est appelée la décomposition primaire de À dans K[X]. 


Exemples - Soit À = 2X6 + 4X5 + 4X4 4 4X$ — 22X? - 48X — 24. 
— La décomposition primaire de À, considéré comme polynôme de 
Q[X] en produit de polynômes irréductibles dans Q[X] est 


A=2(X +1)*(X°? — 3)(X° +4). 


— La décomposition primaire de À, considéré comme polynôme de 
R[X] en produit de polynômes irréductibles dans R[X] est 


A = 2(X + 1) (X + V3)(X — V3)(X? +4). 


— La décomposition primaire de À, considéré comme polynôme de 
C[X] en produit de polynômes irréductibles dans C[X] est 


A= AUX +1) (X + V3)(X — V3)(X + 2i)(X — 2). 


2.1.8 Dérivation des polynômes 


Définition 18 Soit P=S 5; paix KE un polynôme de K[X]. On appelle po- 
lynôme dérivé du polynôme P, le polynôme P' défini par 


n 
P!' — D)» nas X*"1. 
k=1 


Proposition 31 Soit P € K|X]. Alors, 

— si deg(P) > 1, alors deg(P") = deg(P) — 1, 

— si deg(P) < 0, alors deg(P') = -co. 
Proposition 32 Soient P et Q des polynômes de K[X] et À € K. Alors, 

(P+Q) =P'+Q',(xP) = XP',(PQ) = PQ! + P'Q. 
En utilisant les notations suivantes : 
P() = P, et pour tout ie N*, PO = (PG-1Y, 

on peut montrer par récurrence la 


Proposition 33 - Formule de LEIBNIZ - Soient P et Q des polynômes 
de K[X]. Alors, pour tout k € N : 


(PQ)®) = > () POQE-Y, 
i 


i=0 


6. Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646 - 1716). Mathématicien et philosophe allemand. 
Il est, avec Isaac NEWTON, un des pères du calcul différentiel et intégral. 
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2.1.9 Zéros multiples. Polynômes scindés 


Définition 19 Soient P un polynôme non nul de K[X], a € K un zéro de 
P etr E N*. On dit que a est un zéro d'ordre r du polynôme P si 


(X — a)" divise P et (X —a)"*! ne divise pas P. 


Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe un polynôme Q € K[X] 
tel que l’on ait 


P=(X-a)Q, 
avec Q(a) Æ 0. L’entier r s'appelle l’ordre de multiplicité du zéro a. 


Plus généralement, pour qu’un polynôme P non nul de K[X] admette pour 
seuls zéros les k éléments a1, à, …, ax de K, d’ordre de multiplicité respectifs 
r1, 72, ….,Tk, il faut et il suffit qu’il existe un polynôme Q € K[X\ tel que l’on 
ait 

P — (X — a)! (X — a2)"2...(X — a) *Q, 


où le polynôme Q n’admet pas de zéro dans K. Lorsqu'il en est ainsi, si 
deg(P) = n, alors r1+r2 +... +r£ Sn. 


Définition 20 Un polynôme non nul de K[X] est dit scindé sur K, s’il est 
possible de l’écrire comme produit de polynômes du premier degré de K|X] 
(non nécessairement deux à deux distincts). 


Si deg(P) = n, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe À € K, 
À Z 0 et des éléments a1,a2,..,a, de K (non nécessairement deux à deux 
distincts), tels que 


P = À(X — a1)(X — a2)...(X — a). (2.3) 


Remarque - Ici encore, il est nécessaire de bien préciser le corps sur lequel 
un polynôme est scindé. Ainsi, le lecteur aura remarqué que X°? — 2 est 
scindé sur R, mais ne l’est pas sur Q, ou bien que X? + 1 est scindé sur 
C, mais ne l’est pas sur KR. 


2.1.10 Relations entre coefficients et zéros 


Soit P un polynôme non nul de K[X] que l’on suppose scindé sur K. Nous 
avons vu qu'il existe À € K, À # O0 et des éléments a1,a°2,...,a\ de K (non 
nécessairement deux à deux distincts) vérifiant la relation 2.3. 
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Posons alors : 
O1 = 1 + O2 + … + An, 
02 = (102 + a1a3 + … + aan) + (a2a3 + … + aan) +... + An-10n, 
Ok = ÿ di, Gi... Qi, (somme des produits k à k), 
1<i1 Ki2<... Li EN 


On — X1X2...An. 


Les éléments 01,02, ...,0n de K sont dits valeurs des fonctions symétriques 
élémentaires des éléments @1, @2,...,an. On démontre alors le 


Théorème 4 Soit P = 5%_,a;X* un polynôme de K[X], de degré n > 1, 
que l’on suppose scindé sur K, de sorte qu'il existe À € K, À # 0 et des 
éléments a1,a2,...,an de K (non nécessairement deux à deux distincts) tels 
que le polynôme P s'écrive 


P = ÀA(X — a)(X — @2)...(X — an). 


Alors, si 01,02, …, On sont les valeurs des fonctions symétriques élémentaires 
de @1,@2,..…., Qn, On à : 


An-1 An—2 k n-k n A0 
O1 = — ,02 = Ok = (—1) ——,...,0n = (—-1) —. 
An An An An 








2.1.11 Formule de TAYLOR 


On établit le : 


Théorème 5 - Formule de TAYLOR -? Soit n € N et soit P un polynôme 
de K[X] tel que deg(P) < n. Alors, pour tout a € K, on a : 
n 
P&)(a 
P(a+X)= 20) xx. (2.4) 
k=0 

Ce théorème donne l'écriture de P(a + X) sur la base canonique de K[X]. 
En substituant X — a à X dans la formule ci-dessus, on obtient, sous les 
mêmes hypothèses, une autre forme de la formule de TAYLOR : 


2, PK)(à 
P(X) = ÿ P . ) (x — a}$. (2.5) 
k=—0 





Le Théorème 5 a pour conséquence la proposition suivante qui permet de 
caractériser l’ordre de multiplicité d’un zéro. 


7. Brook TAYLOR (1685 - 1731). Mathématicien anglais, élève de John MACHIN et 
grand admirateur de NEWTON, il était également artiste peintre et musicien. 
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Proposition 34 Soient P un polynôme non nul de K[X], a € K un zéro de 
P etr E N*. Pour que a soit zéro d’ordre r de P, il faut et il suffit que 


pour tout k& € {0,1,...,r —1}, on ait PW (a) = 0, et PU (a) Z 0. 


2.1.12 Les polynômes de C|X] 


Théorème 6 de d'ALEMBERT-GAUSS - Tout polynôme de C[X], 
de degré n > 1, possède au moins un zéro dans C. 


Corollaire 6 Tout polynôme de C[X], de degré n > 1, est scindé sur C. 


On exprime également ce résultat en disant que le corps (C, +, .) des nombres 
complexes est algébriquement clos. 


Corollaire 7 Les polynômes de C[IX], irréductibles sur €, sont les polynômes 
du premier degré. 


Ainsi, la décomposition primaire (ou décomposition de d’Alembert-Gauss) 
d’un polynôme P = 5 %_,ak XF de C[X], de degré n > 1, s’écrit : 


P = an(X — @)"(X — a2)"2...(X — a&,)?, 


OÙ 1, @2,..., 4 Sont des nombres complexes deux à deux distincts et où 
T1, 72, .…., TP SOnt des entiers naturels non nuls tels que r1 + T2 +... +7, =n. 


2.1.13 Les polynômes de R|X] 


Les polynômes à coefficients réels peuvent bien sûr être considérés comme 
des polynômes à coefficients complexes. Nous n’hésiterons donc pas à consi- 
dérer les zéros complexes de polynômes de R[X]. En particulier, nous pouvons 
énoncer (cf. Théorème 6) que tout polynôme de R[X] possède au moins un 
zéro, réel ou complexe. 


Proposition 35 Soit P un polynôme de R[X]. Si z € C, alors : 
P(Z) = P(:2). 


Proposition 36 Soit P un polynôme de RIX]. Si a € C est un zéro d’ordre 
r de P, alors à est aussi un zéro d'ordre r de P. 


8. Jean le Rond d'ALEMBERT (1717 - 1783) Mathématicien et philosophe français, 
célèbre pour avoir dirigé l’Encyclopédie avec Denis DIDEROT. Le théoréme 6, connu 
également sous le nom de Théorème fondamental de l’Algèbre a été formulé dès 1629 par 
le mathématicien français Albert GIRARD. Il ne fut véritablement démontré qu’en 1799 
par Karl Friedrich GAUSS qui mis en évidence plusieurs failles dans la démonstration 
proposée par d’Alermbert. 
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On en déduit : 


Corollaire 8 Les polynômes de R[X|, irréductibles sur R, sont les polynômes 
du premier degré et les polynômes du second degré à discriminant strictement 
négatif. ° 


Ainsi, la décomposition primaire (ou décomposition de d’Alembert-Gauss) 
d'un polynôme P = 5% La; XF de R[X], de degré n > 1, s'écrit : 


P=an [[ (X-o)t [T (7 +8:x +5), (2.6) 
1<i<p 1<j<q 


Où : 
— p,q sont des entiers naturels tels que p + 2q = n, 
— @1,..,@ Sont des nombres réels deux à deux distincts, 
— (B1, 71), (Bas Ya) Sont des couples de nombres réels deux à deux dis- 
tincts, tels que B? — 4 < 0,..., 82 — ya < 0, T1,..., Tps 81, Sg SONT 
des entiers naturels non nuls. 


9. On rappelle que si aX? +bX + c est un polynôme du second degré, son discriminant 
est le nombre À = b? — 4ac. 
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Appendice - La division des polynômes suivant les puissances 
croissantes - 


Pour terminer ce chapitre, exposons brièvement en quoi consiste la division 
des polynômes suivant les puissances croissantes. Celle-ci s’avére très utile, 
notamment dans la pratique de la décomposition des fractions rationnelles 
en éléments simples. 


Le théorème régissant la division des polynômes suivant les puissances crois- 
santes s’énonce de la façon suivante : 


Théorème 7 Soient À et B des polynômes à de K[X|, tels que B(0) # 0, 
etn € N. Il existe un unique couple (Q,R) de polynômes à coefficients dans 
K tel que : 


A=BQ+X"TIR et degQ<n. 


Le polynôme Q s’appelle le quotient et le polynôme À le reste de la division 
suivant les puissances croissantes à l’ordre n de À par B. 


De manière pratique, pour effectuer le calcul permettant de déterminer Q et 
À, on adopte la disposition de l’exemple suivant : 


Division suivant les puissances croissantes à l’ordre 3 de 


2 
A=2-2X + EX? 4 par B=2+-X". 


On commence par ordonner À et B suivant les puissances croissantes de 
l’indéterminée, puis on dispose dividende et diviseur comme pour une 
division euclidienne. On utilise ensuite le même algorithme que celui de 
la division euclidienne et on s’arrête lorsqu'on obtient un quotient de 
degré 3. 


—2X + x? — 
+92X2 — 
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2.2 Exercices 


Exercice 40 Montrer que le polynôme P de R[X] qui s’écrit : 
P = X(X +1)(X +2)(X +3) +1 


est le carré d’un polynôme Q à coefficients entiers. 


Solution. — En effectuant les multiplications, il vient : 
P = XŸ+6X% +11X? +6X +1. 


D'autre part, P étant de degré 4, s’il est le carré d’un polynôme ©, Q est de 
degré 2. Cherchons si un polynôme du type Q = X? + aX + 1 répond à la 
question. Dans l’affirmative, on aurait alors : 

P=(X?+aXx +1)? = X4+2aX% + (2 + a?)X? + 2aX +1, 


Soit, en identifiant les coefficients : 


2a = 6 

2+a? = 11. 
Ce système a pour unique solution a = 3. Il suffit maintenant de vérifier 
qu’en posant Q = X? + 3X + 1, on a Q? = P, ce qui est bien le cas. Le 


lecteur aura bien sûr remarqué que Q = —X? — 3X — 1 fournit une autre 
solution. 


Exercice 41 Soit P = aX%+bX24+1 un polynôme de R[X], où a et b sont 
des nombres réels. Déterminer a et b tels que P soit divisible par (X — 1°. 


Solution. — Le polynôme P est divisible par X — 1 si et seulement si 
P(1) = 0 (cf. Proposition 25), soit à + b + 1 = 0, d’où b = —1 — a. Le 
polynôme P s'écrit alors : 
P=aX®#+(-1-a)X#+1=aX% - X4- aX7+1 
= aX#(X —1)—(X%4 —1). 
Or, (cf. Proposition 14), X24—1=(X—-1)(X#+X22+..+X +1). Donc: 
P=aX4(X-1)-[(X-1X8+X2+4+..+X+1)] 
= (X—1)(aX#-X8- X2 2... _ X 1). 
Posons Q = aX24 — X75 - X22 _ .. _ X — 1. Pour que P soit divisible 
par (X — 1)°, il faut et il suffit que Q soit divisible par X — 1, et donc (cf. 
Proposition 25), que Q(1) = 0, soit a — 24 = 0, 5.e. a = 24, d’où l’on déduit 
b = —1 — 24 — —25. En résumé, pour que P soit divisible par (X — 1)°, il 
faut et il suffit que a = 24 et b = —-25. 
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Exercice 42 Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne du 
polynôme À de R[X] qui s'écrit : 


A= X2410X8 + X —1 


par le polynôme B = XS — 1. 


Solution. — Plutôt que d'effectuer la division euclidienne, écrivons : 
A= XSXS 4 10XSXS + X —1 = XS(XES + 10XS)+ X — 1 

= (X$—1+1)(X$ + 10X$) + X —1 

= (X$ —1)(X8 + 10X$) + XS + 10XŸ + X — 1 
Or, (cf. Proposition 14), X15 — 1 = (X5 —1)(X10 + X$ +1). Donc : 

A=(X$—1)(X8S + 10X$) + (XS — 1)(X 10 + XS + 1) + 10X$ + X 
= (XS—1)(XIS + X10 4 XS + 10 X$ + 1) + 10X° + X. 

Ceci est bien l’écriture de la division euclidienne cherchée, puisque le degré du 


polynôme R = 10X% + X est bien tel que deg(R) < deg(B). Pour conclure, 
le quotient demandé est X15 + X10 + X5 + 10X% + 1 et le reste 10X5 + X. 


Exercice 43 Pour n € N*, on considère le polynôme À, de R[X\ qui s’écrit : 
An = X°7. 


1. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme À, par le 
polynôme B = XS — 1. 
2. Utiliser ce résultat pour obtenir le reste de la division euclidienne par 


B du polynôme 


P=XS 43x37 4x5 +12X2445. 


Solution. — 
1. En appliquant la Proposition 14, on voit que X° — 1 | X°%7 — 1. Il existe 
donc Qn € R[X], tel que 


X%®-1—=(X$-1)Qh, soit encore An = BQn +1. 


Cette dernière écriture n’est autre que celle de la division euclidienne 
de À, par B, puisque deg(1) = 0 < 5 = deg(B). Le reste de la division 
euclidienne de À, par B est donc le polynôme constant égal à 1. 
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2. En utilisant les divisions euclidiennes des entiers 69,37, 25 et 24 par 5, 


7 P=XSI8H443x57+2  4x5S Lo %Ss4H4 LE 


—_ X5-18 y4 + 3X97X?2 … AXSS + 2X54 %4 +5. 
Appliquons alors le résultat obtenu dans la question précédente, pour 
n = 13,7,5, et 4, qui nous permet d'écrire : 
Ais = BQis+1; A7=BQr+1; A5=BQ5+1; A4 = BQu+1. 
Par suite, 
P = (BQ13 + 1)X* + 3(BQ7 + 1)X? — A(BQs +1) +2BQa+1)X4+5 
— B(Q13X* + 3Q7X? — 4Q5 + 2QaX*) + X°+3X?2—-4+2X4+5 
— B(Q13X4 + 3Q7X°? — 4Q5 + 2Q4X*) + 3X4 + 3X? + 1. 


Cette dernière écriture n’est autre que l'écriture de la division eucli- 
dienne de P par B puisque deg(3X4+3X? +1) = 4 < 5 = deg(B). Le 
reste de la division euclidienne de P par B est donc 


R=3X*+3X?+1. 


Exercice 44 Soient m,n, p,q des entiers naturels. On considère les poly- 
nômes P et Q de R[X] qui s’écrivent : 


P= XML XMR4 XPHTE ZA et Q=X + X?+X +1 


1. Montrer que le polynôme P — Q est divisible par X*— 1. 
2. En déduire que Q | P. 


Solution. — 
1. Calculons 


P-Q=Xx4m+8 xAnt2, yépHls xd (X8+X2+X +1) 
= (X40 2 1)XS EX 1 )X2 (XP —1)X + XI 1. 

Or, en application de la Proposition 14, 
X4-1|X#"-1, donc X*—1|(X47—1)X$, 
X4-1|X#-1, donc X*—-1|(X*—1)X?, 
X*-1[X#-1, donc X*—1|(X#-—1)X, 
X*-1|1X#-—1, 

et par conséquent, 


X4—1|(XT—1)XS + (X  1)X2 + (XP 1)X+XM 1 = P-Q. 
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2. Or, la Proposition 14 nous permet également d’écrire 
X4-1=(X-1)(X$+X2+X +1) =(X —-1)Q, 


ce qui montre que Q | X4 — 1. Comme d’autre part, X*—-1|P-Q, 
on en déduit que Q | P—-Q et finalement Q | P-Q+Q = P, ce que 
l’on voulait démontrer. 


Exercice 45 1. Effectuer la division euclidienne du polynôme À de R[X] 
qui s'écrit : 
A= XŸ+6X% + 10X° +3X —6 
par le polynôme B = X? +3X. 


2. Ecrire À en fonction de B et en déduire la décomposition primaire de 
À dans R[X|. 


Solution. — 
1. En effectuant l’opération, le lecteur vérifiera que la division euclidienne 
de À par B s'écrit 


X4+6X$ + 10X? +3X — 6 = (X?+3X)(X? + 3X + 1) — 6. 
2. Ecrivons alors : 
A=B(B+1)-6=-B+B-6-B+3B-2B-6 

= B(B-2)+3(B-2)=(B-2)(B +3), 

soit encore 
A=(X2+3X — 2)(X?+3X +3). 

Le trinôme Q1 = X?+3X —2 a pour discriminant A1 = 17. Il possède 
donc deux zéros réels qui sont 317 et = VIT, Par suite, 


3 + V17 —3 + V17 
— — —— ). 

2 2 
Le trinôme Q2 = X? + 3X + 3 a pour discriminant A2 = —3. Il est 
donc irréductible dans R[X]. La décomposition primaire de À dans 
R[X\ s'écrit donc : 


Q1 = (X + )(X 





A=(X+ )(X? + 3X +3). 


SVT (x + VTT 


Exercice 46 Pour n € N*, on considère le polynôme À, de R[X] qui s'écrit : 
An=(X-1) 24 (X +2)" — 2. 


Déterminer le quotient de la division euclidienne de À, par (X — 1)". 
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Solution. — Ecrivons judicieusement : 


An = (X 1) + (X — 1) + (X +2) — (X — 1) —2 
= (X 1) IX —1)+1]+(X +2) —(X 1) —-2 
= (X — 1) (X? —2X +2) + (X +2) — (X — 1)" — 2. 


Posons alors : 
Qn=X2-2X +2 et Ra=(X +2)" —(X —1)" —2, 


de sorte que 
An = (X — 1)" Qu + Ra. (2.7) 


Il est facile de voir (par exemple en écrivant les développements de (X +2)" 
et de (X — 1)" à l’aide de la formule du binôme de NEWTON) que 


deg(Rn) <n—1, d’où deg(Rn) < n = deg[(X — 1)"|. 


Ceci prouve que 2.7 n’est autre que l'écriture de la division euclidienne de 
An par (X — 1)”. Le quotient de la division euclidienne de 4, par (X — 1)" 
est donc 

Qn=X?-2X +2. 


Exercice 47 Soient À et B des polynômes de K[X\|, tels que B divise À. 
Montrer que le polynôme B? divise le polynôme A'B — AB. 


Solution. — Puisque B | À, il existe C € K[X1] tel que À = BC, d'où l’on 
déduit : 4 — BC" + B'C. Calculons alors : 


A'B — AB' = (BC'+ B'C)B - (BC)B' 
— B?C" + B'CB — BCB! = B°C". 


Il est alors clair que B? | A'B — AB). 


Exercice 48 Pour n € N*, on considère le polynôme À, de R[X1] qui s'écrit : 
An = X9° +3X +1. 


Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme A, par le poly- 
nôme B = (X —-1)}. 


2.2. EXERCICES 81 


Solution. — La division euclidienne de À, par B nous affirme qu’il existe 
un unique couple (Q, Rn) de polynômes de R[X] tel que 


An = BQn+Rn et deg(Rn) < deg(B). (2.8) 


Or, deg(B) = 2. Le polynôme R, est donc de degré 1 et par conséquent 
s'écrit Rn = AanX + bn, où an et b, sont des nombres réels à déterminer. La 
relation 2.8 devient 


X®+3X +1=(X — 1) Qn + anX + bn. (2.9) 


En exprimant que les fonctions polynomiales associées à chacun des membres 
de 2.9 sont égales, donc qu’elles coïncident en 1, on obtient : 


5=0.Q,(1)+anl+br, d'où an +bn = 5. (2.10) 


D'autre part, en écrivant que les polynômes dérivés de chacun des membres 
de 2.9 sont égaux, on a 


NX +3—(X — 1) Q!, + 2(X — 1)Qn + an. (2.11) 


Comme ci-dessus, en écrivant que les fonctions polynomiales associées coïn- 
cident en 1, on a encore 


n+3=0.Q,(1)+2.0.Qn(1)+an, d'où an=n+3. (2.12) 
Nous déduisons alors de 2.10 que 
b=5-n-3—=-2-n. 
Finalement, le reste de la division euclidienne dans R[X] de À, par B est 


Ra ={(n+3)X+2-n. 


Exercice 49 Montrer que le polynôme À de C[IX] qui s'écrit : 
A=XŸ—3iX +5+5i 


est divisible par le polynôme B = X — 1 +i. 


Solution. — En effectuant avec soin la division euclidienne de À par B, le 
lecteur constatera que le reste est nul, et que : 


XŸ —3iX +5+5i=(X—1+1i)[X?+(1—3i)X — 5i]. 


Donc, À est divisible par B. 
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Exercice 50 On considère le polynôme P de C[X] qui s'écrit : 
P=X$+aX +b, 


Déterminer les nombres complexes a et b de sorte que P soit divisible par 
X?2+(1—4i)X — 1. 


Solution. — Puisque P est de degré 3, il est divisible par X?+(1—4)X —1 
si et seulement si il s'écrit P = [X?+(1—3:)X —1]Q, où Q est un polynôme 
de degré 1 de C|X]. Dans ce cas, on peut écrire Q = X + c, soit : 


P=[X?+{(1-i)X-1{X +0) =X*+(1-i+c)X?+(c—ci-1)X — c. 


En identifiant les coefficients, on obtient : 


1—-i+c—=0 
c—a-l=a 
—c=b 
Ce système a pour unique solution c = —-1+1, a = 2i — 1, b = 1 — 1. 


Finalement, P — X% + (2i—1)X +1—à). 


Exercice 51 Soient P, Q et R des polynômes de C[X1 tels que 
P(X*) + XQ(XŸ) = (1+X + X?)R. (2.13) 


Montrer que P, Q et R sont divisibles par X — 1. 


Solution. — Compte tenu de l’identité 2.13, les fonctions polynomiales 
associées à P, Q et R sont telles que pour tout 2€ C, 


P(2) + 2Q(À) = (1+2+2/)R(2). (2.14) 
On a donc, pour z = 1, 
P(1) + Q(1) = 3R(1). (2.15) 


D'autre part, rappelons que j et j? sont racines du polynôme 1 + X + X?2. 
Par suite, on déduit de 2.13 en posant 2 = 3 : 


P(5*)+3Q(5°) = (1+5+35)R(G) soit P(1)+5Q(1)=0, (216) 
et en posant z = j?, 


P(ÿ9)+ QG) =(1+35 +39R(;7) soit P(1)+3Q(1)=0. (2.17) 
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Ajoutons membre à membre 2.15, 2.16 et 2.17. Il vient : 
3P(1)+(1+5+3)Q(1 =3R(1) d'où P(1 =RA(1). (2.18) 
En retranchant 2.17 de 2.16, nous obtenons : 
(j—j2)Q(1)=0 d’où, puisque 5-5? 40, Q(1)=0. (2.19) 


En portant ce résultat dans 2.16, on obtient P(1) = 0, puis en utilisant 
ensuite 2.15 on déduit immédiatement R(1) = 0. Le nombre 1 étant un zéro 
de P, Q et R, chacun de ces polynômes est divisible par À — 1. 


Exercice 52 Soient À, B et C des polynômes de C[X|, tels que B divise 
A—C. 


1. Montrer que le reste de la division euclidienne de À par B est le même 
que celui de la division euclidienne de C par B. 


2. Montrer que pour tout n € N°, le reste de la division euclidienne de A” 
par B est le même que celui de la division euclidienne de C" par B. 


Solution. — 
1. Puisque B | À — C, il existe D € C[X] tel que 


A-C = BD. (2.20) 


D'autre part, les divisions euclidiennes de À par B et de C par B 
s’écrivent : 


A = BQ +R, avec deg(R) < deg(B), 


et 
C'= BT +S, avec deg(S) < deg(B). 


Par suite, 


A—-C=B(Q+T)+R-S, (2.21) 
et compte tenu de la Proposition 12, on a 
deg(R — S) < max[deg(R), deg(S)] < deg(B). 


Les relations 2.20 et 2.21 sont donc deux écritures de la division eucli- 
dienne de À — C' par B. Compte tenu de l’unicité de cette dernière, on 
a en particulier R — S = O, soit R=S. 
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2. En application de la Proposition 14, À — C | 4? — C7. Il existe donc 
L € CIX\ tel que 
AT -CT=(A-C)L, (2.22) 


d’où, compte tenu de 2.20 : 
AT — CT = BDL. 


Cette écriture montre que B | A —C". I] suffit maintenant d’appliquer 
le résultat prouvé dans la première question pour affirmer que le reste 
de la division euclidienne de 4” par B est le même que celui de la 
division euclidienne de C” par B. 


Exercice 53 Soit a € R. Pour n € N*, on considère le polynôme de R[X] 
qui s'écrit : 

An = [cos a + (sina)X|". 
Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme À, par le poly- 
nôme B = X? +1. 


Solution. — La division euclidienne de À, par B nous affirme qu'il existe 
un unique couple (Q», Rn) de polynômes de R[X] tel que 
An = BQn+Rn et deg(Ràh) < deg(B). (2.23) 


Or, deg(B) = 2. Le polynôme R, est donc de degré 1 et par conséquent 
s'écrit Rn = An + bn X, où a et b, sont des nombres réels à déterminer. La 
relation 2.8 devient 


[cos a + (sin a) X]" = (X°? + 1)Qn + an + bn X. (2.24) 


Puisque R C C, nous pouvons considérer À, et B comme des polynômes de 
C[X]. En exprimant que les fonctions polynomiales associées à chacun des 
membres de 2.23 sont égales, donc qu’elles coïncident en 1, on obtient : 


[cos a + (sin a)i]" = 0.Qh(i) + an + bni, (2.25) 
soit encore, en utilisant la formule de dE MOIVRE : 
cos na + (sin na)i = an + bni. (2.26) 


Il suffit maintenant d’égaler parties réelles et imaginaires dans 2.26, pour 
obtenir 
An = cosna et b, =sinna. 


Finalement, le reste de la division euclidienne dans R[X\) de 4, par B est 


Rn = cos na + sinnaX. 
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Exercice 54 Soit P = 5 %_)ax;XF un polynôme de C[X], de degré n > 1. 


1. Montrer que si le polynôme dérivé P' divise P, il existe a € € tel que 
nP = (X — a)P!. 


2. Utiliser ce résultat pour déterminer tous les polynômes de C[X], de 
degré n > 1, qui sont divisibles par leur polynôme dérivé. 


Solution. — 
1. Si P’ divise P, il existe Q € C[X], tel que P = QP". D'autre part, si 
deg(P) = n > 1, deg(P') = n—1. Par suite, deg(Q) = n—-(n—1)=1. 
Nous avons donc 


P=(aX +b)P', où a,bec, 


d’où 
nP = (naX + nb)P’. (2.27) 
Ceci s’écrit encore 
n n 
D» nay XF = (naX + nb) ÿ ka XF. (2.28) 
k=0 k=1 


En identifiant les coefficients des termes de degré n dans 2.28, on a 
Nan = N/aan, d’où l’on déduit a = 2. 
La relation 2.27 s'écrit alors 
nP = EX + nb)P' = (X + nb)P!. 
Il suffit maintenant de poser à = —nb, pour obtenir 
nP =(X - a)P’. (2.29) 
2. e La relation 2.29 implique : 
nP'=P'+(X-a)P", soit (n—1)P'=(X-a)P". (2.30) 
La relation 2.30 implique à son tour : 


(n—1)P"=P"+(X-a)P®), soit (n—2)P" = (X — a)P6), 
(2.31) 
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En itérant l’opération de dérivation (n — 1) fois, nous obtenons fina- 
lement : 


2P®-2) 2 (X - a)P® puis 1P®%-D 2 (X — a)PM). 
En résumé, nous disposons des n relations : 
nP=(X -a)P! 


(n—1)P'=(X - a)P" 
(n — 2)P! = (X — a)P®) 


2P(R-9 2 (X - a)PU-D 
LP) 2 (X - a)P), 


Multiplions ces n relations membre à membre. Nous obtenons 
n(n-1)(n—2)..2.1PP'P"..Pp@-2pt-t) 2 (Xx-aÿ P'P"..pR-) po, 


Comme P’, P",.., P(r-1 ne sont pas nuls, il vient après simplifica- 
tion : 
nlP = (X — a)" PU), (2.32) 


D'autre part, P(°) = nla,. Par suite, 2.32 s'écrit 
nP=(X-a)"nlar, d'où P=(X -a)"a. 


Il résulte de cette étude que si P est un polynôme de C[X|, tel que 
deg(P) = n > 1, et tel que P soit divisible par son polynôme dérivé, 
il est de la forme 
P = B(X — a)”, 

où a PE C. 

e Réciproquement, si P est un polynôme de C[X], de degré n > 1, de 
la forme P = B(X — a)", où a,B EC, on a P' = nB(X — a)! et 
il est alors clair que P” divise P. Pour conclure, 


{P eC[X|;deg(P)=n>1;P'|P}={B(X-a)";n>1l;a,B EC}. 


Exercice 55 Soit P = 5}_jax XF un polynôme de C[X], de degré n > 1. 
Montrer que le polynôme P(P) — X est divisible par le polynôme P — X. 


Indication - On pourra écrire judicieusement : 


P(P)-X=P(P)-P+P-X. 
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Solution. — Ecrivons comme le propose l’énoncé : 
P(P)-X=P(P)-P+P-X, 
Soit 
n n 
P(P)-X= 39 aP*-S aœX"+P-X 
k=0 k=0 
n 
= œ(PF-XF)+P-X. 
k=1 
Or, en application de la Proposition 14, P-X | PF — XF pour tout entier 


k € {1,2,...,n}. Autrement dit, il existe un polynôme Q4 de C[X] tel que 
PF — XF —(P — X)Qy. Par suite, 


P(P)-X = a(P-X)Qx+P-X 
k=1 


n 
= (P-X)(S_ ax Qr +1), 
k=1 
ce qui prouve que P — X | P(P) - X. 


Exercice 56 En utilisant l'algorithme d'EUCLIDE, déterminer pgcd(A, B) 
pour chacun des couples (À, B) de polynômes de R[X] suivants : 


1. A=2X$-8X, B=X$-X?2+2X 2; 
2. A=X4+X$+X2+12 B=X$-1; 
3 A=XS-X*+2X$, B=XS-X{#+1;: 


Solution. — 
1. Ecrivons les divisions euclidiennes successives : 


2X$—8X =(X$-X?2+2X —2)(2X? +2X — 2) - 2X? — 4, 
2X?+2X —2—(-2X?- a)(-5X + =) + O. 
Le dernier reste non nul est —2X? — 4. Par suite, 
pgcd(A, B) = X? + 2. 


2. Ecrivons les divisions euclidiennes successives : 
XT+XS + X24+2—(X8 1)(X +1)+X2+ X +3, 
X$—1—=(X?+X +3)(X —-1)-2X +2, 


1 
X°+X+8=(-2X +2)(—5X —1)+5, 


2 2 
—2X +2— (G)CEX +2)+0. 
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Le dernier reste non nul est 5. Par suite, 
pgcd(A, B) = 1. 


Les polynômes À et B sont donc premiers entre eux. 
3. Ecrivons les divisions euclidiennes successives : 
XS— X*+2X$—(XS - X4+1)1+2X% — 1, 


X5—X4+1—(2X° 1) GX? - 2X)+ x? lx+i 


2 
2X3-1=— GX SX +I)AX +4) —2X —5, 

1 1 1 7, 43 
=X2-=X+1—=(-2X —5)(--X +=) +— 


43,, 16 40 
—2X —-5—=(—)(—-—X — — . 
GTX 7%3)+0 
Le dernier reste non nul est &. Par suite, 
pgcd(A, B) = 1. 


Les polynômes À et B sont donc premiers entre eux. 


Exercice 57 Soient À et B des polynômes de R[X|, et soit D un polynôme 
unitaire de R[X|, diviseur commun à À et à B. On pose 


A= DA, et B= DB:1. 
1. Montrer que D = pgcd(A, B) si et seulement si A1 et B1 sont premiers 


entre eux. 
2. En déduire que si D — pgcd(A, B), alors D? — pgcd( 4? + B?, AB). 


Solution. — 
1. e Supposons que D = pgcd(A, B). Il existe alors des polynômes U et 
V de R[X\ tels que 


AU + BV = D, soit DAiU + DB;V = D. 


Nous en déduisons (en simplifiant par D), que AU + B1V = LI 
en résulte (cf. Théorème 1) que A1 et B1 sont premiers entre eux. 

e Réciproquement, supposons que À: et B1 soient premiers entre eux. 
Il existe alors (cf. Théorème 1) des polynômes U1 et V1 de R[X] tels 
que 


AiU1+B1V = 1, d'où DA;U1+DB1V = D, soit AU+BV = D. 


Si de plus, P est un polynôme de R[X] tel que P | A et P | B, alors, 
P | AU + BV, soit P | D, ce qui assure que D = pgcd(A, B) (cf. 
Proposition 27). 
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2. Supposons que D = pgcd(A, B) et démontrons que ceci implique que 
D? = pgcd(A? + B?, AB). De À = DA1 et B = DB1, on déduit 
A? = D?Af et B? = D?B}?, d'où 


A4? + B? = D? A? + D?B? = D?(A? + B;). 


On a également 
AB = DA1DB1 = D°A1B1. 


En résumé, D? est un polynôme unitaire, diviseur commun à 4°? + B? 
et AB. Pour affirmer que D? = pgcd(A°? + B?, AB), il suffit, d’après la 
question précédente, de montrer que 4° + B? et A1B1 sont premiers 
entre eux. Pour ce faire, raisonnons par l’absurde en supposant que 
A? + B? et A1B1 ne soient pas premiers entre eux. Il existe alors un 
polynôme irréductible, que nous noterons ©, diviseur commun aux po- 
lynômes A° + B? et A1B1. Puisque C' est irréductible et C | A1B1, 
nécessairement C | A1 ou C | Bi. 

Supposons, pour fixer les idées que C | A1. On en déduit que C | A. 
Or, C | Af + B?, donc C | A4? + B? — A? = B?, et finalement C | B: 
puisque C’ est irréductible. Ceci est impossible puisque l’hypothèse 
D = pgcd(A, B) implique d’après la question précédente que A1 et 
B1 sont premiers entre eux. 


Exercice 58 Soient À et B des polynômes de R[X|. 


1. Montrer que si À et B sont premiers entre eux, alors À et À + B sont 
premiers entre eux et B et À + B sont premiers entre eux. 


2. En déduire que si À et B sont premiers entre eux, alors À + B et AB 
sont aussi premiers entre eut. 


Solution. — 
1. Supposons que À et B sont premiers entre eux. Il existe alors (cf. 
Théorème 1) des polynômes U et V de R[X] tels que AU + BV = 1, 
ce qui peut encore s’écrire 


AU + BV+VA-VA=1, soit (U-V)A+V(A+B)=1. 


Cette dernière relation est alors une condition suffisante pour que À et 
À + B soient premiers entre eux (cf. Théorème 1). 

On montre de manière analogue que B et À + B sont premiers entre 
eux. 
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2. Supposons encore À et B premiers entre eux. D’après la question pré- 
cédente, À et À + B ainsi que B et À + B sont premiers entre eux. Il 
existe donc (cf. Théorème 1) des polynômes P,Q,S et T de R[X] tels 


que 
AP+(A+B)jQ=1 et BS+(A+B)T=l1. 
Par suite, 
[AP + (A + B)Q]I[BS + (A + B)T] = 1, 
soit 


APBS + AP(A+ B)T + (A+ B)QBS + (A+ BYŸQT = 1, 
soit encore 
(A + B)[APT + QBS + (A+ B)QT] + AB(PS) = 1. 


Ici encore, cette dernière relation est une condition suffisante pour que 
A+B et AB soient premiers entre eux (cf. Théorème 1), ce qui prouve 
le résultat annoncé. 


Exercice 59 Soit P un polynôme de R[X|, de degré n > 1, tel que P'(0) £ 0, 
et soient S et T deux polynômes distincts de R[X] tels que 


P(S) = P(T). 


Montrer que S et T sont premiers entre eux. 


Solution. — Posons P = 3 %_,ar XF. L'hypothèse P(S) = P(T), ie. 
P(S) — P(T) = O, se traduit par 


D ax54 — D axT* = O, 
k=1 


k=0 
soit 


n 
Ÿ_ ax(5* — T*) = O. (2.33) 
k=1 
Or, en application de la Proposition 14, on a, pour tout entier k € {1,2,...,n}, 


STE (S-T)(S* 1 4 SÈ2T +... + STE 2 4 TE) 


Par suite, la relation 2.33 s'écrit 


S_a(S — T(SFT + SET +. + ST 2 + TT) = O, 
k=1 
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soit 


n 
(ST) Ÿ_a(SF + SET +... + STÉ 24 TT) = O, 
k=1 
Or, par hypothèse, S ZT, soit S —-T' Æ O. Nous en déduisons (en simplifiant 
par S — T), que 


n 
Sa SF + SÉT 4 + ST 2 + TE) = O, 
k=1 


ce qui s'écrit, en détaillant le calcul 

ai +a(S+T)+...+an(St + ST +... + ST 2 TAN = O, (2.34) 
D'autre part, de 

n n 
P = Ÿ_œX?, on déduit P'— Ÿ_ na X*"1, 
k=0 k=1 

d'où P'(0) = a1. L'hypothèse P'(0) Æ 0 signifie donc que ay £ 0. Nous 
pouvons donc écrire la relation 2.34 sous la forme 


1 + 2 (S+ T)+...+ (5-1 + SNT +... + ST 4 TT) = O. (2.35) 
1 1 


Il est alors clair qu’il est toujours possible d'écrire cette relation sous la forme 
SU + TV = 1, 


où U et V sont des polynômes de R[X] que nous n’expliciterons pas. Nous 
obtenons ainsi une identité de BEZOUT (cf. Théorème 1) prouvant que S 
et T' sont premiers entre eux. 


Exercice 60 On considère le polynôme P de R[|X\ qui s’écrit : 
P=X°-6X+13X°-—12X +4. 


1. Déterminer le polynôme D = pgcd(P, P'). 
2. En déduire la décomposition primaire de P dans R[X||. 
3. Pour tout n E N, n > 2, on considère le polynôme Q, de R[X\ qui 
s'écrit : 
Qn = X°H+(X —1) —1. 
(a) Montrer que 1 est un zéro simple de Qn. 
(b) Déterminer G, = pgcd(P, Q,). 
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Solution. — 


1. 


3. 


On a P' = 4X%—18X? +26X — 12. Calculons pgcd(P, P') en utilisant 
l'algorithme d'EUCLIDE. Les divisions euclidiennes successives de cet 
algorithme s’écrivent : 


1 3 1 3 1 

_ DP'LYX = \ 22% _ = 

P=PGX 3) 1” +34 D? 
3 


P'= (3x +2Xx- = )(-16X + 24) + O. 


Le dernier reste non nul est —iX 2+ SX — à. Par suite, 


D = pgcd(P, P') = X? - 3X + 2. 


. Le polynôme D est donc en particulier un diviseur de P et en effectuant 


la division euclidienne de P par D, on constate que P s'écrit 
P=(X?-3X +2). 


Un calcul élémentaire, laissé au lecteur, nous montre que le polynôme 
D possède deux zéros réels qui sont 1 et 2. Par suite, 


X?-3X +2—=(X —-1)(X —2), 


et finalement, 
P=(X—1)(X —- 2}. 


Cette écriture constitue la décomposition primaire de P dans R[X|, 
puisque X — 1 et X — 2 sont des polynômes irréductibles dans R[X1. 


(a) Considérons la fonction polynomiale associée à Q, et calculons sa 
valeur en 1. On a : 


Qn(1) =1"t+ (1-1) -1=1+0-1=0, 
ce qui prouve que 1 est un zéro de Q;h. D'autre part, 
Qu(X) = (n + 1)X7 + n(X — 1). 


Considérons la fonction polynomiale associée à Q/, et calculons sa 
valeur en 1. On a : 


Q,, (4) = (n+1)1%+n(1-1) = n+1+n. 0 1 = n+1+0 = n+1. 


Par conséquent, Q’, (1) # 0. En application de la Proposition 34, 
nous pouvons donc affirmer que 1 est un zéro simple de Q,. 
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(b) Le polynôme G} = pgcd(P, Q;) est en particulier un diviseur de 
P. Compte tenu du résultat obtenu dans la question 2, 


Gn =(X —1)"(X —-2)}, 


où r et s sont des entiers de l’ensemble {1,2}. D’après la question 
précédente, X — 1 divise Q,, mais (X —1)? ne divise pas Q. Donc 
r < 1. D'autre part À — 1 divise P, donc X — 1 est un diviseur 
commun à Q, et à P. On en déduit que r = 1. En outre, 


Qn(2)=2"#1+(2-1 1-2 411-2140, 
Par conséquent À —2 ne divise pas Q,, et donc s = 0. En résumé, 


Gn = À — 1. 


Exercice 61 Soient À et B des polynômes de C[X|. 


1. Montrer qu'un élément a de € est un zéro commun à À et à B si et 
seulement si a est un zéro de leur pgcd. 


2. On considère le polynôme 
P=X$-X$-A4X?-3X —2. 


(a) Déterminer pgcd(P, P'). 
(b) Montrer que P possède des racines doubles que l’on précisera. 


(c) Ecrire les décompositions primaires de P dans R[X] et dans C[X]|. 


Solution. — 
1. — Supposons que a € € soit un zéro commun à À et à B. En introdui- 
sant les fonctions polynomiales associées à À et à B, on a : 


A(a) =0 d'où X -a|A et B(a)=0 d’où X -a|B. 
Par suite, si D = pgcd(A, B), X — a | D (cf. Proposition 27), d’où 
D(a) = 0, ce qui prouve que a est un zéro de D. 


— Réciproquement, supposons que a soit un zéro de D. Alors D(a) = 0, 
et donc X — a | D. Or, 


D|A et D|B, donc X-al|A et X-a|B. 


Par suite, A(a) = 0 et B(a) = 0, ce qui prouve que a est un zéro 
commun à À et à B. 
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2. Considérons le polynôme 
P=X$-X$-4X?-3X —2. 


(a) On a P'=5X4-3X2-8X — 3. Nous laissons au lecteur le soin 
de calculer E = pgcd(P, P") à l’aide de l’algorithme d'EUCLIDE. 
On obtient 
E=X"+X +1. 


(b) Les zéros complexes du polynôme E = X? + X + 1 sont j et 7°. 
D'après la question précédente, ce sont donc des zéros communs 
à P et P'. D'autre part, 


P" = 20X% — 6X —8. 
Calculons alors 
P"(j) = 20j°—6j—8 = 12-65 Z£ 0, puis P"(j?) = 12-65? # 0. 


Il résulte de cette étude et de la Proposition 34 que j et j? sont 
des zéros doubles de P. 
Par conséquent, P est divisible par (X — j}? et par (X — 52)? qui 
sont des polynômes de C[X] premiers entre eux. Autrement dit, 
il existe un polynôme Q € C[X|, tel que 
P=(X-5j)(X-5)Q 
= (X?+X +1)/Q = (X+2X% +3X? +2X +1)Q. 


(c 


s—” 


En effectuant la division euclidienne de P par X4+2X3 +3X°? + 
2X +1, on obtient Q = X — 2. En définitive, X?+ X +1 et X —2 
étant des polynômes irréductibles dans R[X|, la décomposition 
primaire de P dans R[X] est : 


P=(X?+X+1)(X —-2). 
Dans C[X], la décomposition primaire de P s’écrit bien sûr : 


P=(X-35)(X - 5ÿ)(X —2). 


Exercice 62 On considère le polynôme P de R[X] qui s'écrit : 


X X(X —-1) X(X —-1)(X —-2 nAX(X —-1).(X-n+1 
p=i- 244000 ( _ ) ( = ) 


Ecrire la décomposition primaire de P dans R[X]|. 


+...+(-—1) 


Indication - On pourra calculer (1-1) en utilisant la formule du binôme 
de NEWTON. 
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Solution. — Soit k E N, 1 < k < n. Considérons la fonction polynomiale 
associée à P et calculons sa valeur en k. Il vient : 


k(k—1) k(k—1)(k— 2) 
2! 3! 


ce qui s'écrit encore, à l’aide de la formule du binôme de NEWTON : 


no ()-(D (D (Dan ue 


Il en résulte que tout entier k € {1,2,...n} est un zéro de P. D'autre part, 
deg(P) = n, donc le polynôme P possède au plus n zéros. Par suite, si a 
désigne le coefficient de X”, la décomposition primaire de P s'écrit : 


k(k—1)...(k—n+1) 


n 
+..+(—1) = 


? 


k 
P(E) = 1-4 


P = an(X —1)(X — 2)... (X —n). 


1 
Or, il est clair (au vu de l'écriture de P) que ar = CUS. Finalement, 


P = CE: _1)(X —2)..(X = n). 


Exercice 63 
1. SoitaeR. Ecrire cos 3a en fonction de cos a. 


2. En déduire que cos © est zéro d’un polynôme de R[X] du troisième degré 
dont les coefficients sont des éléments de Z que l’on précisera. 


3. Prouver que cos % est un nombre irrationnel. 


Solution. — 
1. Soit a € R. Ecrivons tout simplement 


cos 3a = cos(2a + à) = cos 2a cos a — sin 2asin a 
— (2 cos? a — 1)cos a — 2cos sin? a 
— (2 cos? à — 1) cos a — 2 cos «(1 — cos? a), 
et finalement, 
cos 3a = 4 cos° à — 3 cos a. (2.36) 


2. Pour a = 5, la formule 2.36 nous donne : 


cos — = 4cosÿ © — 3008 


: fT _— 1 
soit, sachant que cos % = ;, 


8 cos? 5 — 6cos— —1=0. (2.37) 


Ceci montre que cos $ est un zéro du polynôme 8X 3 _6X — 1. 
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3. Raisonnons par l'absurde en supposant que cos $ est un nombre ra- 
tionnel. Il existe alors deux entiers naturels (car 5 < cos & < 1), que 
l’on peut supposer premiers entre eux, tels que cos 5 — Ë. D'après la 
question précédente, nous pouvons donc écrire 

3 
82 —67-1—0 soit p(8p° — 6q°) = qi. (2.38) 
q q 

Ceci prouve que p | 4, ce qui implique pgcd(p, q$) = p. Or, p et q sont 

premiers entre eux, donc p et q° sont également premiers entre eux, 

i.e. pgcd(p, 4°) = 1. Par suite, p = 1, et l'égalité 2.38 devient 


8—6q = q soit gq(q° + 6q)=8. (2.39) 


Ceci prouve que q | 8, t.e. q € {1,2,4,8}. Alors, 

— si q = 1, 2.39 s'écrit 7 = 8, ce qui est absurde, 

— sig = 2, on obtient 32 = 8, ce qui est encore absurde, 

— sig = 4, on obtient 48 + … = 8, et si q = 8, on obtient 512 +. — 8, 
ce qui est tout aussi absurde. 

Nous pouvons donc conclure au fait que cos 5 n’appartient pas à Q. 


Exercice 64 Soit P = 5 %_,a;X* un polynôme de R[X] de degré n > 1, 
dont les coefficients ao, a1,.….,an sont des éléments de Z tels que ao # 0 et 
An £ 0. 

1. Montrer que si un nombre rationnel P Æ£ 0, où p et q sont premiers 


entre eux, est un zéro de P, alors p | ao et q | an. 


2. Utiliser ce résultat pour écrire la décomposition primaire dans R[X] du 
polynôme 
A = 8X° + 10X°? + 15X +9. 


Indication pour la deuxième question - On pourra commencer par 
montrer que À n’a qu’un seul zéro réel, et que ce zéro est un nombre 
rationnel négatif. 


Solution. — 
1. Soit Ë un nombre rationnel non nul, où p et q sont premiers entre eux. 


Si Ê est un zéro de P, on a : 


n—1 n 
ao + a? +... + an1 — + an — = (0, 
q q q 


soit 
a0g° + a1pq* 1! +... + an_197 7 1q + anp" = 0. (2.40) 
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e En écrivant la relation 2.40 sous la forme 


ag" = p(—a1q" ! — … — an_1p° ?q — anp 1), 


on constate que p | aoq”. Or, p et q sont premiers entre eux, donc p 
et qg” sont également premiers entre eux. Par suite, le Théorème de 
GAUSS affirme que p | ao. 


e En écrivant ensuite la relation 2.40 sous la forme 
qg(aog"! + a1pq9° 2 +... + an_1p°71) = —anp", 


on constate que q | ap". Or, p et q sont premiers entre eux, donc, 
p” et q sont également premiers entre eux. Par suite, le Théorème 
de GAUSS affirme encore que gq | an. 


2. Nous aimerions connaître les zéros réels de À. 
e Montrons que À possède un unique zéro réel qui est strictement 
négatif. 

— Remarquons déjà que À étant de degré impair, il possède au moins 
un zéro réel. En effet, la fonction polynomiale associée à À est telle 
que 

lim A(x)=-co, et lim A(x) = +oo. 
T—}—00 z—}+00 


Il suffit alors d’appliquer le théorème des valeurs intermédiaires 
pour affirmer que À possède au moins un zéro réel. 

— D'autre part, 4’ = 24X? +20X +15. Le polynôme À’ est donc un 
polynôme du second degré. Son discriminant est À = —1040 < 0. 
Par suite, que la fonction polynomiale associée à A’ est toujours 
strictement positive. Il en résulte que la fonction polynomiale asso- 
ciée à À est strictement croissante, ce qui implique que À possède 
au plus un zéro réel et finalement nous pouvons affirmer que À 
possède un unique zéro réel. 

— Notons a ce zéro. En remarquant que A(0) = 9, nous pouvons 
dire que a < 0 puisque À est strictement croissante. 


e Déterminons la valeur de @ en utilisant la première question. Pour 
cela, nous allons chercher s’il est possible que a soit rationnel. D’après 
la première question, nous savons que si Ê un nombre rationnel non 
nul (où p et q sont premiers entre eux) qui est un zéro de À, alors 
p|9et q|8. L'ensemble des diviseurs de 9 est 


Div(9) = {1,—1,3, —3,9, —9}, 
et l’ensemble des diviseurs de 8 est 


Div(8) = {1,—1,2, —2,4, 4,8, —8}. 
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Le lecteur pourra aisément vérifier que l’ensemble des nombres ra- 
tionnels (deux à deux distincts) susceptibles d’être des zéros stricte- 
ment négatifs de À est 
1 3 9 1 3 9 1 3 9 
Z={-1,-3,-9,—--,——, ——, ——, ——, ——, —— ——, ——}, 
{ 7-3 1 4 4 8 8" 8) 
On a A(—1) = —-4, on peut donc encore affirmer, compte tenu de la 
stricte croissance de la fonction polynomiale associée à À, que né- 
cessairement —1 < & < 0. Par conséquent, l’ensemble des nombres 
rationnels (deux à deux distincts) susceptibles d’être des zéros stric- 
tement négatifs de À se réduit à 
1 3 1 1 3 
Zi ={—--,—--,——,——, =}. 
11-95 7 8 8) 
On a A(—5) = 3. Avec les mêmes arguments que ci dessus, l’ensemble 
des nombres rationnels (deux à deux distincts) susceptibles d’être des 
zéros strictement négatifs de À se réduit finalement à 


3 
Le calcul 
3) _ er_9\3 _3,2 3 Lo 
A( a) A 1) + 10( 2) + 15( 3)+9=0, 


prouve alors que —5 est effectivement un zéro de À (i.e. a — —$). 


Il en résulte que X + 3 | À. La division euclidienne de À par X + 3 
donne alors 


A=(X + SEX? + 4X + 12). 


Le polynôme 8X? + 4X + 12 est un polynôme du second degré dont 
le discriminant est —23 < (0. Il est donc irréductible dans R[X]. La 
décomposition primaire de À dans R[X] est donc 


: 8 eo 1 3 
A = 8(X + 7)(X +52+5) 


Exercice 65 Soit P = 3%_paxX® un polynôme de R[X] de degré n > 1, 
dont les coefficients ao, a1,…,an appartiennent à Z. On suppose que P(0) et 
P(1) sont des éléments de Z non multiples de 2. Montrer que le polynôme P 
n’a pas de zéro appartenant à Z. 
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Solution. — Soit u € Z. On a : 


nr n 
P(u) = ÿ axu* = ag + Ÿ_ auf. 
k=0 k=1 


Deux cas se présentent : 
1. L’entier u est multiple de 2. Dans ce cas, compte tenu de l’hypothèse, 
DD azu® est multiple de 2. Il existe donc p € Z, tel que 


P(u) = ao + 2p = P(0) + 2p. 


L’entier P(0) n'étant pas multiple de 2, il en résulte que P(u) n’est 
pas multiple de 2. En particulier, P(u) # 0, ce qui prouve que u n’est 
pas un zéro de P. 


2. L’entier u n’est pas multiple de 2. Remarquons alors que pour tout k € 
{1,2,...,n}, u* n’est pas multiple de 2. Autrement dit, il existe px € Z, 
tel que u* = 2p4 + 1 et par suite, axu* = ag(2px + 1) = 2axpx + a. 
Donc 


n n 
P(u) = ao + ÿ agu* = ap + Ÿ_(2axpr + ax) 
k=1 k=1 


nr n n 
= ao +23 ape + D ar = 2% axpe + P(1). 
k=1 k=1 k=1 
L’entier P(1) n'étant pas multiple de 2, il en résulte que P(u) n’est 
pas multiple de 2. En particulier, P(u) 4 0, ce qui prouve que u n’est 
pas non plus un zéro de P dans ce cas là. 


Finalement, le polynôme P n’a pas de zéro appartenant à Z. 


Exercice 66 1. Soit p € N et soit P = D E_parX K un polynôme de 
R[X] de degré n > 1, dont les coefficients ao, a1,.….,an appartiennent à 
Z. Montrer que pour tout u € Z, P(p) est un élément de Z qui divise 
P|p + uP(p)]. 
2. Utiliser ce résultat pour démontrer qu'il n'existe pas de polynôme Q, de 
degré n > 1, dont les coefficients appartiennent à Z, et qui soit tel que 
pour tout a € Z, [Q(a)| soit un nombre premier. 


Indication - On pourra écrire, pour tout u € Z : 


Pip +uP(p)] = P[p + uP(p)] — P(p) + P(). 
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Solution. — 
1. Ecrivons judicieusement, pour tout u € Z : 


Plp +uP(p)] = Plp +uP(p)] — P(p) + P() 


— Ÿ_axlp+ uP(p)|* — Ÿ_ xp” + P(p) 
k=0 k=0 

— Ÿ_ ax[[p + uP(p)l* — p"] + P(p). 
k=1 


Or, pour tout k € {1,2,...,n}, p+ uP(p) — p divise [p + uP(p)]* — pf. 
Autrement dit, il existe un entier qk (qu’il est inutile d’expliciter), tel 
que 


{p + uP(p)]f — pŸ = [p + uP(p) — pjax = uP(p)a. 


Par suite, 


Pp + uP(p)] = Ÿ_ axuP(p)& + P(p) 


k=—0 


= P(p)[S _ axugx +1], 


k=1 
ce qui prouve que P(p) divise P[p + uP(p)|. 


2. Raïsonnons par l’absurde en supposant qu’il existe un polynôme ©, 
de degré n > 1, dont les coefficients appartiennent à Z, et qui soit tel 
que pour tout a € Z, |Q(a)| soit un nombre premier. En particulier, 
[Q(0)| est un nombre premier. C’est donc un entier naturel non nul et 
différent de 1. D’après le résultat obtenu dans la question précédente, 
pour tout u € Z, 


|Q(0)1 divise |[Q[0 + uQ(0)]1 = |Q{[uQ(0)]I. 


Or, par hypothèse, pour tout u € Z, l’entier [Q[uQ(0)]| est premier, 
et nous venons de voir qu'il est divisible par Q(0) qui est un entier 
différent de 1. Donc nécessairement, pour tout u € Z, 


[QluQ(0)]I = Q(0). (2.41) 


D’autre part, puisque deg(Q) > 1, la fonction polynomiale associée à 
Q est telle que 


im 1Q(x)| = +oo, 


ce qui manifestement contredit 2.41, et montre qu’il n’existe pas de 
polynôme Q, de degré n > 1, dont les coefficients appartiennent à Z, 
et qui soit tel que pour tout a € Z, |Q(a)| soit un nombre premier. 
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Exercice 67 SoitneN, n > 4. Vérifier que 1 est un zéro du polynôme Pa 
de R|X|, qui s'écrit : 


P,=X%-nXttlpnxt 21, 


et déterminer son ordre de multiplicité. 


Solution. — Considérons la fonction polynomiale associée à F, et calculons : 
Pa()=1-n+n-1=0. 


Le nombre 1 est donc bien un zéro de P,. Examinons ensuite si le nombre 1 
est ou n’est pas un zéro des polynômes dérivés successifs de F,. 
e On a : 


P! = 2nX%"1 nn +1)X" + n(n —1)X772. 


Considérons de nouveau la fonction polynomiale associée à P} et cal- 
culons : 


P'(1)=2n-n(n+1)+n(n-1)=2n-n-n+n-n=0. 


Le nombre 1 est également un zéro de P#. 
e On a: 


P} = 2n(2n — 1)X22 - n?(n + 1)X% 1 nn — 1)(n — 2)XT$. 
Calculons donc 
P#"(1) = 2n(2n — 1) — n°(n +1) +n(n — 1)(n — 2) 
= 4n? — 2n — n° - n° + n° — 3n°? + 2n = 0. 
Le nombre 1 est également un zéro de P7. 
e On a: 
P" = 9n(2n — 1)(2n — 2)X28 - n?(n + 1)(n — 1)X772 
+ nn — 1)(n — 2)(n —3)X7-4. 
Calculons encore 
P/(1) = 2n(2n — 1)(2n — 2) — n°(n + 1)(n — 1) +n(n — 1)(n — 2)(n — 3) 
= 8n° — 12n4 + 4n — n° + n°? + n° — 6n° + 11n° — 6n 
— 27% — 2n = 2n(n° — 1). 
Puisque par hypothèse n > 4, il est clair que P7’(1) n’est jamais nul. Finale- 


ment, en application de la Proposition 34, nous pouvons conclure en disant 
que le nombre 1 est racine triple du polynôme P,;. 
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Exercice 68 


1. On considère le polynôme P de R[X] qui s’écrit : 
P=X$-5X4-10X$ +10X?+5X — 1. 


Montrer que 1 est un zéro simple de P. 


2. Soit a ER. Ecrire cos 5a et sin 5a en fonction de cos a et sin a, puis 
exprimer tan 5a en fonction de tan a. 


3. En déduire que a = tan 4 est un zéro du polynôme 
Q=X*-—AXS -14X? - 4X + 1. 


4. Déterminer tous les zéros du polynôme Q. 


5. Montrer que b = tan + + cot + est un zéro du polynôme 
T=X?-AX — 16. 


6. En déduire la valeur de tan 2° 


Solution. — 
1. Un calcul élémentaire donne P(1) = 0, ce qui prouve que 1 est zéro de 
P. De plus, P est divisible par À — 1 et la division euclidienne de P 
par À — 1 s'écrit : 


P=(X-1)Q, où Q=X"-A4X-14X?-4X +1. (2.42) 


On a alors Q(1) = —20 0. Ainsi 1 est zéro simple de P. 
2. Soit à € R. La formule de de MOIVRE permet d’écrire : 


(cos a + isin œ)° = cos 5a + isin 5a. (2.43) 


D'autre part, la formule du binôme de NEWTON donne : 


(cos à + isin æ)° = cos° a + 54 cos” a sin a — 10 cos° æsin° a 


5 


2.44 
— 10i cos? a sin? a + 5 cos a sin & + isin° a. 


En égalant parties réelles et imaginaires dans 2.43 et 2.44, on obtient : 


5 4 


a — 10 cos° sin? a + 5cos sin œ 


sin 5a = 5 cos* æ sin a — 10 cos? æsin° æ + sin” @. 


cos 5 = cos 
(2.45) 
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Par suite, si 5a £ 5 + km, te. à £ 35 + Er, (kEZ) : 


5 cos* & sin & — 10 cos? a sin? @ + sin” a (2.46) 


tan 5a — BA hand ann lEnerends 
cos° & — 10 cos° a sin“ a + 5 cos a sin* @ 


On en déduit, en divisant haut et bas par cos° a : 


5 tan & — 10 tan o& + tan° 
t = —— |, 2.47 
an a 1 — 10tan? a + 5tan{a (2:47) 


3. Pour à = 35, on a tan5a = tan54 — tan? — 1, ce qui implique, 


compte tenu de 2.47 : 


5tan œ — 10tan° & + tan° & : 
1 — 10tan? a + 5tan“ a 


Autrement dit, a = tan +, satisfait à 
a° — 5a4 — 10a° + 10a° + 5a — 1 = 0, (2.48) 


ce qui signifie que a est un zéro du polynôme P. Or, 0 < % < 5. Par 
suite, 
tan 0 < tan < tan 
20 4° 
d’où 0 < a < 1, et en particulier a # 1. D'autre part, a étant zéro 
de P, X — a divise le polynôme P = (X — 1)Q (cf. 2.42). Puisque 
a Z 1, X — a et X — 1 sont premiers entre eux. ! Le Théorème de 
GAUSS permet alors de conclure au fait que À — a divise le polynôme 


Q, autrement dit que a est un zéro de Q. 

4. Le raisonnement développé dans la question précédente montre que 
pour tout nombre réel à tel que tan 5a = 1, a = tan a est zéro de P. 
De plus, si a £ 1, a est zéro de Q. Cherchons donc à déterminer de tels 
a. Pour ceci, écrivons 


tan5a =1 5a = = +kr (kE Z) — a= the (ke Z). 


4 20 
— Sik= D, @ = 3 d'où a = tana # 1. 
— Sik = 1, 1 = 20 FE 4, d'où ei = tanau = 1 
T T T 
— 2, = — où = . 
Si k = 2, a2 — 205 20 , d’où a2 = tan a Z 1 
T T T 
— 1k—3 = — — = — ? = 
Si , 43 20 5 20 , d’où a3 = tan az £ 1. 


10. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire l’identité de BEZOUT : 





-a)-—(X-1) = 1. 
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4 1 
Like 4 = + TE TT où as = tan £ 1. 


Les nombres à, @2, a3, aa sont donc des zéros de Q. La fonction tangente 
admettant 7 comme période, il est clair que les autres valeurs de k 
redonnent les mêmes valeurs de a. D’autre part, puisque deg(Q) = 4, le 
polynôme Q possède au plus quatre zéros. Nous pouvons donc conclure 


en disant que 
a = tan a = ton 27 a — tan 27 a _ tan LT 
7 20” 2 20” 20° * 2” 


sont les zéros du polynôme Q. 


. En réutilisant la notation a = tan, on ab=a+ 1. Par suite, 


1 1 1 
T(b) = T(a+-) =(a+-)"—4(a+-)—1 
(@)=T(a+=)=(a+=) —4(a+=)—16 
1 
= a2+24+ — — da? —16 
(4? (4? 
1 
— = (a + 2a? + 1 — 40° — 4a — 164?) 
1 1 
= 25 (a — 4aÿ — 14a? — 4a + 1) — 224(0) — 0, 


ce qui montre que b est un zéro du polynôme T.. 


. Le polynôme T, de degré 2, a pour discriminant 


A = 80 = (4V5}? > 0. 
Il possède donc deux zéros réels qui sont : 
tm =2+2V5>0 et z=2-2V5<0. 


Or, a = tan 4 > 0. Donc, b=a+i > 0, et par suite b = 2 + 24/5. 
La relation 


1 
a+==2+2V5, 
se traduit encore par 
a? — (2+2V5)a + 1 = 0, 


ce qui implique que a est un zéro du polynôme $S = X?- (2+2V5)X +1. 
Le polynôme S, de degré 2, a pour discriminant 


A = 20 + 8V5 = (2ÿ/5+2V5) > 0. 


Il possède donc deux zéros réels qui sont : 


p=1+V5+4/5+2V5 et yo =1+V5-1/5+2V5. 


Or, a = tan + < 1. Il est alors clair que a — y2. En définitive, 


tan = 1+V5-—1/5+2V5. 
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Exercice 69 Montrer qu'il existe un unique polynôme P de R|X|, de degré 
n > 0 que l’on déterminera, tel que : 


P(1)=3, P'(1)=4 P"(1)=5, et pour tout & > 3, P#(1) = 


et donner l'écriture de P dans la base canonique de R[X|. 


Solution. — Les hypothèses P(1) = 3, P'(1) = 4 et P"(1) = 5 prouvent 
déjà que deg(P) > 2. Posons deg(P) = n et écrivons la formule de TAYLOR 
(sous la forme 2.5) à un ordre p > n, en a = 1. Il vient : 


P = P(1)+ (X AD D) 4 & AD pr 4 35 A © Pt (1), (2.49) 


1 k=0 
soit encore, compte tenu des hypothèses : 
X -1} 5) 


Le polynôme P est donc de degré 2, et son écriture dans la base canonique 
de R[X1] est 


3 5 
P=:- = x?. 
2 X+3 


Exercice 70 On considère le polynôme P de R[X|, qui s'écrit : 
P=X8-8X7+24X$ - 32X5 +17X4 — 8X° + 24X? — 32X + 16. 


1. Calculer P(2), P'(2), P"(2) et P”(2). 
2. En déduire les décompositions primaires de P dans R[X1] et dans C[X]. 


Solution. — 
1. On obtient facilement 


P'=8X7— 56X$ + 144X5 — 160X* + 68X — 24X? + 48X — 32, 
P" = 56X$6 — 336X° + 720X4 — 640X* + 204X? — 48X + 48. 
P" = 336X — 1680X< + 2880X° — 1920 X°? + 408X — 48. 


Un calcul élémentaire, mais quelque peu fastidieux, laissé au lecteur, 
donne : 


P(2)=0; P'(2)=0; P“(2)=0; P"(2)=0 
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Par suite, (cf. Proposition 34) le nombre 2 est un zéro de P, dont 
l’ordre de multiplicité est au moins 4. Il en résulte que P est divisible 
par (X — 2). Autrement dit, il existe un polynôme Q € C[X]|, tel que 


= (X —-2)*Q = (X° — 8X° + 24X°7 — 32X + 16)Q. 


La division euclidienne de P par X4— 8X$ + 24X? — 32X + 16 donne 
Q = X4+1. Or, le polynôme X* + 1 n’est pas irréductible dans R[X]. 
Pour le factoriser dans R[X]|, écrivons : 


X#+1=X*+2X2+1-2X2 = (X2 +1) - 2X? 
= (X2 + V2X +1)(X2 — V2X +1). 


On vérifie aisément que les polynômes X?+V2X +1 et X2—/2X +1 
sont à discriminant strictement négatif et donc sont irréductibles dans 
R[X]. Par suite, la décomposition primaire de P dans R[X] est : 


P=(X-2){(X?+ V2X +1)(X2 - V2X +1). 


Pour factoriser X4 + 1 dans C[X], déterminons les zéros complexes 
de ce polynôme, t.e. les nombres complexes z tels que 24 + 1 = 0, 
soit 2% — —1. Ecrivons —1 = | — 1|(cosx + isinr) et appliquons la 
Proposition 10 qui nous affirme que les racines 4-ièmes de —1 sont : 


2 
20 =1 (cos = +isin D) = v2 2 4 V2 
1 87 .. 3T V2 . V2 
21 —l4 (cos — +isin —) = TZ +i LE 
5m 5m, __v2 V2 
22 =14 (cos + isin dr 
2" 


7 
23 =1i (cos + isin = = — — 


Par suite, X +1 = (X—29)(X—-21)(X—22)(X—z3) et la décomposition 
primaire de P dans C[X] est : 


= (X — 2) (X — 20)(X — 1)(X — 22)(X — 23). 


Exercice 71 On considère le polynôme 
P = X° +32. 


Ecrire les décompositions primaires de P dans R[X] et dans C[X]. 
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Indication - Le lecteur pourra utiliser les deux égalités suivantes (la 
première a été montrée dans l’Exercice 21 et la seconde dans l’Exercice 
63) : 
rm 1+4V5 
COS — = 
6) 4 


cos 3a = 4 cos? « — 3 cos @. 





Solution. — Nous allons commencer par établir la décomposition primaire 
de P dans C[X]. Pour ce faire, déterminons les zéros complexes du polynôme 
P, ie. les z € C tels que z° + 32 = 0, soit 25 — —32. Ecrivons 


—32 = | — 32](cosr +isinx) = 32(cos 7 +isinr), 


et appliquons la Proposition 10 qui nous affirme que les racines 5-ièmes de 
—32 sont : 


1 LL LL LL ns 
=325 — +1sin —) — — + 1sin — 
20 =3 (cos = +isin—) 2(cos— +isin—), 
21 325 (cos = +isin 7) = 2(cos cu +isin ©) 
22 325 (cos . + isin 2) — 2(cos r +isinr) = —2, 


7) — 2(cos ue +isin D), 
24 —=325 (cos . +isin —) = 2(cos = + sin —) 


7 
23 325 (cos _ + sin 


Par suite, la décomposition primaire de P dans C[X1 est : 
P=(X — 2)(X — 21)(X — 22)(X — 23)(X — 24). 
Remarquons alors que 24 = 20 et 23 — Z1 et calculons : 
(X — 20)(X — 24) = (X — 20)(X — 7) = X° — (20 + %)X + 202% 
= X?-2Re(zo)X + |z0l? = X? — 2. cos X + 2? 
— X? — 40os = + 4. 
Un calcul analogue donne : 
(X = 2)(X — 23) = (X = 4)(X - 7) = X2 — 4cos x +4 


Les polynômes X? — 4cos SA +éet X 2 _ Acos ST X + 4 étant évidemment 
irréductibles dans R[X|, la décomposition primaire de P dans R[X\ est : 


P =(X +2)(X? — 4cos =X + 4)(X? — 4 cos x + 4). 
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Nous pouvons toutefois écrire cette décomposition sous une autre forme. En 

















effet, utilisant l'indication de l'énoncé, nous savons que cos + — EVE, et que 
cos 3a = 4 cos? a — 3cos a. Nous déduisons : 
ST at VBp 414 V5 ,16+8V5 14 V5 _1- V5 
5 4 4 43 4 A4 


En définitive, la décomposition primaire de P dans R[X] peut également 
s’écrire : 


P=(X+2)[X?-(1+V5)X + 4][X? — (1 — V5)X +4]. 


Exercice 72 On considère le polynôme 
P=X$+1. 


1. Ecrire les décompositions primaires de P dans R[X] et dans C[X]|. 


2. En déduire la valeur de cos & 


Solution. — 
1. Ecrivons : 


X$+1=XÈ8+2X+1-2X* = (X" +1)? -2X* 
= (X4+1+V2X2)(X4 +1 - V2X?) 
= (X4+2X2+1-2X2+ V2X2)(X4+2X2+1-2X?2 - 2x?) 
= [(X2 +1)? — (2 — V2)X2][(X2 + 1)? — (2 + V2)X2 


= (X2+4/2- V2X +1)(X2 - 1/2 - V2X +1) 
(X2 + 1/2+ V2X +1)(X2 + V2 + V2X +1). 


On vérifie aisément que ces quatre derniers trinômes du second degré 
sont à discriminant strictement négatif et donc sont irréductibles dans 
R[X]. Par suite, la décomposition primaire de P dans R[X] est 


P=(Xx?+4/2- V2X +1)(X2- 2 - V2x +1) 
(X2 + 1/2+ V2X +1)(X2 — /2+ V2X +1). 


Pour établir la décomposition primaire de P dans C[X], déterminons 
les zéros complexes du polynôme P, ie. les z € C tels que 2? + 1 = 0, 
soit 28 — —1]. Ecrivons 


—1 =|—1|(cos7 +isinr), 
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et appliquons la Proposition 10 qui nous affirme que les racines 8-ièmes 
de —1 sont : 


9 

20 =14 (cos = + sin =) Z4 = 18 (cos — + isin =) 
Z —18 (cos 3m +isin EUR 25 — 13 (cos LIT + isin au 
1 — 8 8 /? 5 — 8 8 /’ 

1 5T .. O7 1 137  . . 137 
22 =18 (cos — +isin —), 26 = 18 (cos — +isin —), 

8 8 8 8 

1 7m... 77 1 157 ., 157 

23 =1$ (cos — +isin —), 27 = 18 (cos +isin =). 


Par suite, la décomposition primaire de P dans C[X1 est : 
P=(X—-20)(X—-2)(X —22)(X —23)(X — 24)(X — 25)(X — 26)(X — 27). 
. Remarquons alors que 27 = 20, 26 = 21, 25 = 22, za = Z3, et calculons : 
(X — 20)(X — 27) = (X — z0)(X — %) = X? — (2% + Z)X + 2020 

— X2-2Re(zo)X + |20l? = X°? — 2 cos si + 1. 


Des calculs analogues donnent : 
(X — )(X — 26) = (X — 1)(X — %) = X? — 2cos x + 1, 
(X — 22)(X — 25) = (X — 2)(X — %) = X? - 2cos x + 1, 
(X — 23)(X — 24) = (X — z3)(X — 33) = X°? — 2 cos x + 1. 


Nous obtenons ainsi une nouvelle façon d'écrire la décomposition pri- 
maire de P dans R[X1, soit 


P=(X?- 2c0s —X + 1)(X? — 2 cos TX+ 1) 
(X? — 2 cos x + 1)(X? — 2 cos Tx + 1). 


Or, l'écriture de la décomposition primaire d’un polynôme est unique, 
à l’ordre près des facteurs. En comparant cette dernière écriture avec 
celle que l’on a obtenu plus haut, nous pouvons affirmer que 2 cos € est 
l’un des quatre nombres 


—1/2- V2, V2-V2, -1/2+V2, 12+ V2, 


et de plus que c’est le plus grand d’entre eux. Pour conclure : 


T 1 
— — -\/2 2. 
cos = 5 V + V2 
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Exercice 73 On considère le polynôme P de C[X], qui s'écrit : 
P=Xt-X$+aX?+86, 


où a et B sont des nombres réels. 
1. Déterminer a et B pour que P admette 1 — à pour zéro. 


2. Lorsqu'il en est ainsi, écrire la décomposition primaire de P dans R|X] 
et dans C[X|. 


Solution. — 
1. Si 1 — 2 est un zéro de P, alors, 


P(1-i)=0, soit (1—35)*—(1-:)+a(1—-:i}?+B—0. (2.51) 


En développant les puissances de 1 — : à l’aide de la formule du binôme 
et en effectuant les calculs, la relation 2.51 se réduit à 


B—2+i(2 — 20) = 0. (2.52) 


Il suffit maintenant d’égaler parties réelles et parties imaginaires dans 
2.52 pour obtenir 


B—2=0, d’où B=2, et 2a =2, d’où a = 1. 


2. Le polynôme P = X4-— X3 + X? +2 a tous ses coefficients réels et 
possède 1 —i comme zéro. Par suite, la Proposition 36 nous affirme que 
1—i—=1+5% est également zéro de P. Il en résulte que P est divisible 
par À — 1+3%et par À — 1 — i, et donc par 


(X —1+i)(X—-1-i)=X?-2X +2, 


puisque ces deux polynômes sont évidemment premiers entre eux. La 
division euclidienne de P par X? — 2X + 2 nous donne : 


P=(X?-2X +2)(X°+X +1). 


Cette écriture constitue la décomposition primaire de P dans R[X|, 
car les polynômes X? — 2X +2 et X? + X + 1 sont à discriminant 
strictement négatif, donc irréductibles dans R[X|. 


La décomposition primaire de P dans C[X1] est alors immédiate, car les 
zéros complexes du polynôme X? + X + 1 étant j et j°, nous obtenons 
immédiatement 


P=(X-1+i)(X —1—:)(X — j)(X — j?). 
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Exercice 74 Soit P = Y%_LakX* un polynôme de C[X], de degré n > 1. 
On pose 


1 
a = a] (lsol +lail+..+lanr-1l) et M = max(1l,a). 
nr 


1. On considère le polynôme Q de C[X] défini par : 


Q=21p-x. 
An 


Montrer que pour tout z € C tel que |z] > M, on a : 
[Q(z)l < [7 


2. En déduire que si 20 € C est un zéro de P, alors |20| < M. 


Solution. — 
1. Pour tout z € C, introduisons la fonction polynomiale associée à Q, et 
calculons : 


1 a a a 
QE Dan = 271 2 104 Ge + ty 
In 20 An An An 
Nous en déduisons : 


[aol Jai lan—1| 1m 
[Q(z)| < lan] re Lee re 1, (2.53) 
n n n 


e Si |2| > 1, alors, pour tout entier k tel que0<k<n—-1i,;ona 
|21$ < 2/71. Par suite, 


aol mi el mi, à lenil mn 
QG < al + REA ++ ME (2.54) 
nr n n 


soit 


[Q(z)| < çlaol + læl + + lan1l,,,m-1 = al2[""t. (2.55) 


[an | [an | | [an | 
e Si de plus |z| > «, on obtient : 
(Q(2)l < ll = Ar. (2.56) 


En résumé, si |z| > M = max(1, a), on a [Q(z)| < |z/”. 
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2. Soit z0 € € un zéro de P. Raiïsonnons par l’absurde en supposant que 
|zol > M. Le résultat prouvé dans la question précédente affirme que 


|Q(z0)1 <”, soit [z0/* — [Q(20)| > 0. 
Par suite, 
[20/* — 1Q(0)1 = [1z0l* — 1Q(z0)||; 


et plus judicieusement, 
ol” — 1Q(z0)1 = |161 — | — Q(zo)||: 
Or, (cf. Proposition 4), 
[1281 — 1 — Q(0)I] < 126 — (—-Q(xo)); 
soit encore, 
n 1 1 
201" — IQ (20) < 126 + Q(z0)1 = | —P(20)1 = ——|P(20). 
An [an | 
Finalement, 
a IP Go) > 0, et donc |P(2)| > 0, 


ce qui implique que 29 n’est pas un zéro de P et contredit notre hypo- 
thèse. Nous pouvons donc conclure à |20| < M. 


Exercice 75 On considère le polynôme P de C[X|, qui s'écrit : 


X  X? XT 
Pal+ts+sr+. DE 


Montrer que dans C, le polynôme P possède n zéros deux à deux distincts. 


Solution. — Pour montrer que dans C, le polynôme P possède n zéros deux 
à deux distincts, il suffit de prouver que tout zéro de P est un zéro simple, 
c’est-à-dire (cf. Proposition 34) qu’il n’est pas zéro du polynôme dérivé P”. 
Désignons par à un zéro de P. On a : 


P'= 142X 320, 4 RAT Lis XX, n XI 
EH 2! 3! . nl 11 2  (n—-1)! 
Par suite, 
X7 a" 
P = P'+ PE d’où P(a) = P'(a) + aÉ (2.57) 
Puisque P(a) = 0, ceci implique 
! … a” 


Or, le nombre 0 n’est visiblement pas zéro de P, donc P’(a) Æ£ 0. Aïnsi, a 
est bien un zéro simple de P. 
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Exercice 76 On considère le polynôme P de C[X], qui s'écrit : 
P = X$+pX4+10X% +qX +r 


où p,g et r sont des nombres réels. Déterminer p, q et r pour que le polynôme 
P admette un zéro d'ordre 4. 


Solution. — Pour que le polynôme P admette un zéro d’ordre 4, il faut et 
il suffit (cf. Proposition 34) qu’il existe un nombre complexe qui soit zéro de 
P et qui soit aussi un zéro des polynômes dérivés P', P" et P/”, mais ne soit 
pas zéro de P(), On a 


P'=6X$ + 4pX% + 30X? +7,  P"=30X* + 12pX? + 60X, 
P" = 120X$ + 24pX + 60, P® = 360 X? + 24p. 


D'autre part, nous savons que si & € € est un zéro d’ordre 4 de P, il en est 
de même de & puisque les coefficients de P sont réels (cf. Proposition 36). 
Par conséquent, tout zéro d’ordre 4 de P est nécessairement réel. En effet, si 
a était un zéro non réel, alors & serait un zéro de P différent de à, d’ordre 4 
également, ce qui est impossible puisque P est de degré 6. Il en résulte que 
P admet un zéro d’ordre 4 si et seulement s’il existe à € R tel que 


o$ + pa* +100 +qa+r —=0 (1) 
6a% + 4paÿ + 30a? + q —=0 (2) 
300“ + 12pa? + 60 —0 (3) 
120a% + 24pa + 60 —=0 (4) 


ainsi que 
3600? + 24p £0. (5). 


Remarquons que si a satisfait au système ci-dessus, nécessairement, compte 
tenu de (4), a % 0. Le système ci-dessus est donc équivalent à : 


oË + pat + 100$ +qga+r —=0 (1) 


60° + 4pos + 30° + q —0 (2) 
50% + 2pa + 10 —0 (3). 
100% + 2pa + 5 —0 (4) 


En retranchant membre à membre (3’) de (4’), on déduit : 


54 —5—0 d'où a =—l1. 
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Par conséquent, si à est un nombre réel satisfaisant à (1), (2), (3) et (4), 
alors à = 1. S’il en est ainsi, la relation (4”) nous donne 


15 
2p = —15, d’où P= 


Les relations (1) et (2) s’écrivent donc 
—B+10+g+r =0 (1 
6+4(-%)+30+g —=0 (2) 
d’où l’on déduit 5 
= — t = ©. 
q 6 et r S 


De plus, la relation (5) est alors satisfaite puisque 360 + 24(—*) = 180 0. 
Nous pouvons donc conclure au fait que le polynôme P admet un zéro d’ordre 
4 si et seulement si 


5 
— —6 { = —, 
q ? € T 9 


Exercice 77 On considère le polynôme P de C[X|, qui s'écrit : 
P=X%+pX?+qX +7, 


où p,q et r sont des nombres complexes. En notant a, b et c les zéros de P 
(non nécessairement deux à deux distincts), déterminer p, q et r de telle sorte 
que l’on ait à la fois 


a—=bc, b—ac, et c—= ab. 


Solution. — Supposons que les zéros de P vérifient 
a—=bc, b—ac, et c= ab. (2.58) 


Nous en déduisons 
abc = a?b?c? = (abc). (2.59) 


Ecrivons alors les relations entre les coefficients et les zéros du polynôme P 
(cf. Théorème 4). Il vient : 


a+b+c 
ab + ac + bc 
abc — —r. (3) 


I 
© | 
S 
ns, AT 
ND TZ 
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Compte tenu de (3), la relation 2.59 s’écrit 
—r=(-r) =72? d'où r?+7r=r(r +1) =0. 


Par conséquent, 
r=0 ou r=—-I. 


e Supposons que r = 0. Dans ce cas, abc = 0, ce qui signifie que l’un au 
moins des zéros de P est nul. Par suite, compte tenu des hypothèses 
2.58, tous les zéros de P sont nuls. Les relations (1) et (2) entraînent, 
alors 


p=0 et q=0. 


Réciproquement, si p = q = r = 0, le polynôme P n'est autre que le 
polynôme X* et il est alors clair que les conditions 2.58 sont vérifiées. 
Nous avons donc obtenu un premier triplet (p,q,r) solution de notre 
problème, à savoir 


(p,q,r) = (0,0, 0). 


e Supposons que r = —1. Dans ce second cas, abc = 1. Les hypothèses 
2.58 entraînent alors 


Il en résulte que tous les zéros de P appartiennent à {1,—1}. Exami- 

nons les divers cas possibles. 

— Tous les zéros du polynôme P sont égaux à 1. Les relations (1) et 
(2) entraînent alors 


p=-3 et q—=3. 


Réciproquement, si p = —3,q = 8,r = —1, le polynôme P s'écrit 
alors 
X3-3X?2+3X —-1=(X—-1), 


et il est facile de voir que les conditions 2.58 sont vérifiées. Nous 
avons donc obtenu un deuxième triplet (p,q,r) solution de notre 
problème, à savoir 


(p,q,r) — (—3,3, —1). 


— Le polynôme P admet deux zéros égaux à 1, et un zéro égal à —1. 
Les hypothèses 2.58 impliquent 1 = —1, ce qui est absurde. Ce cas 
de figure est donc à rejeter. 

— Le polynôme P admet deux zéros égaux à —1, et un zéro égal à 1. 
Les relations (1) et (2) entraînent alors 


p=1 et q—=—1. 
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Réciproquement, si p = 1,q = —1,r = —1, le polynôme P s'écrit 
dans ce cas 

XS+X?-X-1-(X +1) (X - 1), 


et il est encore facile de voir que les conditions 2.58 sont vérifiées. 
Nous avons donc obtenu un troisième triplet (p,q,r) solution de 
notre problème, à savoir 


(P, q,T) — (1, —1, —1). 


— Tous les zéros du polynôme P sont égaux à —1. Les hypothèses 2.58 
impliquent encore 1 — —1, ce qui est absurde. Ce cas de figure est 
donc également à rejeter. 


En résumé, si les zéros a, b et c de P satisfont aux hypothèses 2.58, le 
polynôme P est l’un des trois suivants : 


X$, (X—-1), (X+1)/(X —1). 


Exercice 78 On considère le polynôme P de C[X], qui s'écrit : 
P=X +pX% +qX?+rX +5, 


où p,q,r et s sont des nombres complexes. En notant a, b, c et d les zéros de 
P (non nécessairement deux à deux distincts), à quelle condition nécessaire 
et suffisante a-t-on l’une au moins des trois relations : 


ab = cd, ac=bd, ou ad = bc. 


Indication - Le lecteur pourra développer l’expression 
(ab — cd)(ac — bd)(ad — bc) 


et écrire ensuite les relations entre les coefficients et les zéros du poly- 
nôme P. 


Solution. —- Remarquons que pour que l’une au moins des trois relations : 
ab = cd, ac=bd, ou ad= bc 
soit satisfaite, il faut et il suffit que l’on ait 


(ab — cd)(ac — bd)(ad — bc) = 0, (2.60) 
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soit en développant, 

aSbcd — a?b?c? — a?b?d° + ab°cd — ac? d? + abc°d + abcd> — bd = 0 
ou encore 

abcd(a? + b? + €? + 2) — (a2b?c? + a?b?d° + ad + bd?) = 0. (2.61) 


Ecrivons ensuite les relations entre les coefficients et les zéros du polynôme 
P (cf. Théorème 4). Il vient : 


a+b+c+d = —D 
ab+ac+ad+bc+bd+cd = 
abc + abd + acd + bcd = —r 
abcd = $. 


Nous en déduisons 
a? +b? ++ d = (a+b+c+d)? — 2(ab+ac+ad+bc+bd+ cd) = p° — 2q, 
ainsi que 
ab? c? + a?b?d?+a?c?d° + b?c?d? = (abc + abd + acd + bcd)? 
— 2abcd(ab + ac + ad + bc + bd + cd) = r? — 2sq. 
La relation 2.61 est donc équivalente à 
s(p? — 2q)—(r?—2sq)=0 soit sp? —r? = 0. 
La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc 
sp? — r? = 0. 
pendant que c’est un polynôme de C[X], de degré n > 2, que le coefficient 


de X" est 1, que les coefficients de X"-! et X"-2 sont nuls et que tous les 
zéros sont réels. Venez-lui en aide pour retrouver son polynôme. 


Solution. — Par hypothèse, le polynôme d'EVARIX s'écrit 
n 
P — Ÿ_ XP, avec An =1l, An-1 = An-2 = 0. 
k—0 


C'est un polynôme scindé sur C (d’après le Corollaire 6), de sorte qu’il existe 
ÀEC, 20 et des éléments a, a2,.…,an de € (non nécessairement deux à 
deux distincts) tels que le polynôme P s’écrive 


P = X(X — @1)(X — a2)...(X — an). (2.62) 
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Si 01,02, .…., On sont les valeurs des fonctions symétriques élémentaires de 
@1, @2, .…, On, le Théorème 4 permet d'écrire : 








di = __An-1 
On 
d’où, puisque an-1 = 0, o1 = 0, et 
Gn—2 
O2 = an? 


d'où, puisque an-2 = 0, o2 = 0. 


D'autre part, 


n 


n 
Do =(S &)-2 Ÿ œaj=0?—202 =0 —-2.0=0. 
i=1 i=1 1<i<j<n 
Puisque @1, @2,…., an Sont des nombres réels, il en résulte que 


1 = @Œ2 =... = On =(. 


Par suite, 2.62 s'écrit P = À X7 d’où, puisque a, = 1, P = X". 


Chapitre 3 


Fractions rationnelles 


3.1 Rappels de cours 


3.1.1 Définitions et propriétés générales 


Comme dans le chapitre précédent, (K,+,.) désigne le corps (Q, +..) 
des nombres rationnels, le corps (R,+,.) des nombres réels ou le corps 
(C,+,.) des nombres complexes. L’anneau des polynômes à une indéter- 
minée à coefficients dans K est noté (K[X|,+,.) 


Posons $ = K[X] x (K[X] \ {O}) et définissons sur $ une relation R en 
posant pour tous éléments (4, B) et (C, D) de 3 : 


(A, B)R(C,D) > AD =CB. 


Nous vérifions aisément que la relation R ainsi définie est une relation d’équi- 
valence. Les classes d’équivalences pour cette relation, c’est-à-dire les élé- 
ments de l’ensemble quotient $/R sont appelées les fractions rationnelles à 
une indéterminée À à coefficients dans K. 


A 
La classe d'équivalence d’un élément (4, B) de $ est notée 3 On dit encore 


que (4, B) est un représentant où une écriture de la fraction rationnelle —. 


Ainsi, si À, B,C, D sont des polynômes de K[X|, tels que B £ O et D ZO, 
A C 
B = D — AD =CB. 


L'ensemble des fractions rationnelles à une indéterminée X à coefficients 
dans K est noté K(X).! 


Ainsi par exemple, 


1. Le lecteur fera donc bien la différence entre l’ensemble K[X] des polynômes à coef- 
ficients dans K et l’ensemble K(X) des fractions rationnelles à coefficients dans K. 
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— la classe d'équivalence du couple (2X +1,6X? — 7) s’écrit En ; 
— le couple (2X + 1)X%,(6X°? — 7)X%) est dans la classe d’équivalence 


de (2X +1,6X° — 7), cette classe étant donc encore x nu Fe 





e On définit sur K(X) une addition et une multiplication (encore notées 
respectivement + et .) en posant, pour tous éléments = et S& de K(X) : 


A ,C _AD+BC e A C AC 
B D BD B'D BD 
On retrouve ainsi les règles de calculs habituelles. Par exemple, 
.  _2X 4 À? 71 _ 2X?+(X2—1) X°+1 
X2-—1 X  X(X2-1)  X(X?-1)° 
X 1+X  X(+X) | 1 
X2—1 X8 (X2—-1)X3 (X —-1)X2 





On vérifie aisément que triplet (K(X),+,.) est un corps commutatif. Tout 


P 
polynôme P de K[X] peut être identifié à la fraction rationnelle —, de sorte 


que K[X] apparaît comme un sous-anneau de (K(X), +,.). 


e On définit également sur K(X) une loi de composition externe en posant 
pour tout À € K et toute fraction rationnelle F° — = 

A A 

À = —. 

B B 
On vérifie encore aisément que, muni de l’addition des fractions rationnelles 
et de la loi de composition externe définie en 3.1, K(X) est un K-espace 
vectoriel. 
e Enfin, pour tout À € K et pour toutes fractions rationnelles F' et G, on 
pose : 


(3.1) 


(XF).G = F.(1G) = XFG). 


Muni de l’addition des fractions rationnelles, de la multiplication des frac- 
tions rationnelles et de la loi de composition externe définie en 3.1, K(X) est 
aussi une K-algébre associative, commutative et possédant un élément unité. 


A 
Définition 21 Soient F — B et G des fractions rationnelles de K(X), G 
n'étant pas un polynôme constant. Si À = DE ja XF et B = 3% ob X k 
on pose 


n P 
A(G)= 3 aG* et B(G)= 3 bG*. 
k=0 k=0 
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On appelle fraction rationnelle composée de F et de G, la fraction rationnelle 
notée F(G), définie (puisque B(G) £ O), par 


A(G) 


F(G) = Le 


On dit que F(G) s'obtient par substitution dans F de la fraction rationnelle 
G à l’indéterminée X. 


_ 


Définition 22 Un représentant (A, B) d’une fraction rationnelle F = 


non nulle, de K(X) est dit irréductible si les polynômes À et B sont premi 
entre eux. 


TS 


D 


Proposition 37 Toute fraction rationnelle F de K(X) possède un représen- 
tant irréductible (P,Q). Tout représentant de F est alors du type (UP,.UQ), 
où U E K[X], U # O. 


X(X+1) 


XX +1) de C(X) admet 


Ainsi par exemple, la fraction rationnelle 
X +1 
X?2+1 
Dans la suite de cet exposé, la phrase “Soit Fest une fraction rationnelle dont 
un représentant irréductible est (P,Q) ”, sera, par abus de langage, remplacée 


pour représentant irréductible. ? 


par “Soit F — . une fraction rationnelle irréductible”. 


P 
Définition 23 Soit F — — une fraction rationnelle irréductible de K(X). 


Les zéros du polynôme Q sont appelés les pôles de la fraction rationnelle F.. 
Si a E K est un pôle de F, l’ordre de multiplicité de a en tant que zéro de 
Q est appelé ordre de multiplicité du pôle a. 


Le lecteur notera que pour déterminer les pôles d’une fraction ration- 
nelle, il est nécessaire d’écrire cette dernière sous forme irréductible. 


3.1.2 Dérivation des fractions rationnelles 


A 
Définition 24 Soit F = G Une fraction rationnelle de K(X). On appelle 
fraction rationnelle dérivée de F, la fraction rationnelle F", définie par 
A'B — AB! 
B? 


2. Le lecteur pourra essayer de montrer ce résultat, ce qui revient à montrer qu’il n’est 
pas possible de ”’simplifier la fraction” Æ. 


F' = 
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Proposition 38 Soient F et G des fractions rationnelles de K(X) et soit 


€ K. Alors, 
(F+G) =Fr'+6G, 
(XF) = àF", 
eo = FG'+F'G, 
F'G-FG' 
D'= 


On définit par récurrence les dérivées successives d’une fraction ration- 
nelle F en posant : 


FO =P, et pour tout ie N*, F0 = (FG-DYy, 


3.1.3 Fonctions rationnelles 


P 
Définition 25 Soit F = — une fraction rationnelle irréductible de K(X). 
Désignons par Pr l’ensemble des pôles de F. L'application 


F:K\Pr—K 
définie en posant pour tout x € K \ Pr : 
P(x) 
Q(x) 


est appelée la fonction rationnelle associée à F. 





F(x) = 


Il est facile de voir que si F' et G sont des fractions rationnelles irréductibles 
de K(X), alors, pour tout x E (K\Pr)N(K \F6G), 


(F+G)(x) = F(z)+ (x) et (F.G)(x) = F(x).G(x). 


On montre qu’étant données des fractions rationnelles irréductibles F et G 
de K(X), les fonctions rationnelles À et G coïncident sur (K\Pr)"N(K\Pg) 
si et seulement si F = G. Pour ne pas alourdir le texte, nous noterons 
encore par F et G les fonctions rationnelles F et G. 


3.1.4 Décomposition en éléments simples 


La finalité d’une décomposition en éléments simples est d'écrire une frac- 
tion rationnelle comme somme de fractions rationnelles ”plus élémentaires”. 
En ce qui nous concerne, elle sera utilisée, quasi exclusivement, dans le cal- 
cul des primitives, des sommes de séries, etc. d’existence et d’unicité de cette 
décomposition dans le cadre d’un corps commutatif quelconque, mais nous 
nous bornerons à l’étude de la décomposition en éléments simples des frac- 
tions rationnelles de C(X) et de R(X). 
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e Décomposition des fractions rationnelles de C(X). 


P 
Théorème 8 Soit F — — une fraction rationnelle irréductible de C(X), 
telle que deg(Q) > 1. Supposons que la décomposition primaire du polynôme 
Q=)%_oaXF s'écrive 
Q = an(X — o1)'1(X — @2)"2...(X — @)?, 

où 

— @1,02,...,@# sont des nombres complexes deux à deux distincts, 

— 71,72, ...,TP Sont des entiers naturels non nuls tels que 


TH... +Tp =N. 


Il existe alors : 
— un unique polynôme E € K[X|, 
- une unique famille (aix)1<i<pi<k<r, de nombres complexes, tels que 


F=E+Y (SE) (3.2) 


1<i<p  k=1 


Cette écriture s’appelle la décomposition de la fraction rationnelle F en élé- 
ments simples de C(X). 
— Le polynôme E s’appelle la partie entière de F'. C’est le quotient de la 
division euclidienne de P par Q. 


— L'expression 
D x 
VE 
fa (A — Gi) 


s'appelle la partie principale relative au pôle a;. 


A titre d’exemple, déterminons la décomposition en éléments simples de 
C(X) de la fraction rationnelle : 


pr 2 _2X"-2X +1 
CQ X8-1 


La factorisation de Q s'écrit (cf. 1.18) : 
Q=(X-1)(X —5)(X — j°), 
où 1, 5, j? sont les racines cubiques de 1. 


En vérifiant ensuite que 1, j et j° ne sont pas des zéros du polynôme P, 
on peut affirmer que la fraction rationnelle F est irréductible. Puisque 
deg(P) > deg(Q), F possède une partie entière non nulle. La division 
euclidienne du polynôme P par le polynôme Q s’écrit : 


2X4-2X+1—2X(X%—1)+1, 
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d’où l’on déduit 


La partie entière de F est donc 
E = 2X. 
En application du Théorème 8 la fraction rationnelle : 


1 1 


MD CET NF EP ET) ET) 


(dont la partie entière est nulle) possède une décomposition en éléments 
simples qui s'écrit : 


1 a] a2 a3 
a — 5; 3.3 
Œ-DA-DA-F) Xx-1 XX 7 G3) 

où &a1,a2,a3 sont des nombres complexes à déterminer. 
Muiltiplions chaque membre de 3.3 par X — 1. Il vient : 
1 a2(X —1)  a3(X — e) 
+ —— 3.4 
X=-HX 5)  X-j X — ÿ? G4) 


Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.4 et écrivons qu’elles coïncident en 1. On obtient : 


1 
7273 5x —= QG 
A-5{-5) 
d’où l’on tire : l 
a] —= 3° 
De même, multiplions chaque membre de 3.3 par X — j. Il vient : 
1 _ &(X —j) as(X — j) À) 
(X=D(X 5 — X =] + 0 + ———— X=ÿ . (3.5) 


Comme ci-dessus, en considérant les fonctions rationnelles associées à 
chacun des membres de l’identité 3.5 et en écrivant qu’elles coïncident 
en j, on obtient : 


Qn — 


DIS. 


Enfin, multiplions chaque membre de 3.3 par X — j?. En considérant 
les fonctions rationnelles associées à chacun des membres de l’identité 
obtenue et en écrivant qu’elles coïncident en j?, on obtient : 
2 
G3 — CR 


3 


Finalement, 


2X4_92X +1 1 Ci ÿ? 
pet ATI _oy Dr 
X3 ZI 3x =D 3X =) FX -57) 
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1 
XS —1 
sont des pôles simples. Ainsi, nous avons calculé sans trop de peine les co- 
efficients a1,a2 et az, mais ce n’est pas toujours le cas et la proposition qui 
suit peut alors s'avérer très utile. 


Remarquons que dans cet exemple, les pôles de la fraction rationnelle 


P 
Proposition 39 Soit F = — une fraction rationnelle irréductible de C(X) 
dont a est un pôle simple. La partie principale correspondant à ce pôle est 


alors constituée d’un seul élément et s'écrit où 





PC) 
Q "(a) 


Ainsi dans l'exemple précédent où Q = X° — 1 et Q’ = 3X°, nous aurions 
pu calculer a1,a2 et a3 en écrivant : 





1 
A1 =; — 


1 1 1 
3.12 3° 


— —_ 1 D 
022 T3 et a3 32? 3 


ss. 


e Décomposition des fractions rationnelles de R(X). 


Théorème 9 Soit F — . une fraction rationnelle irréductible de R(X), 


telle que deg(Q) > 1. Supposons que la décomposition primaire du polynôme 
Q= > ou X" s’écrive 


Q=an [[ (X-o)t [[ (X?+8;Xx +5), 


1<i<p 1<j<g 


où 
— p,q sont des entiers naturels tels que p + 2q =n, 
— @1,...,@p sont des nombres réels deux à deux distincts, 
— (B1, 7), (Bas Ya) sont des couples de nombres réels deux à deux dis- 
tincts, tels que B2 — 4 < 0, 62 — 4 < 0, 
— Ts) Tps 81, S4 SOnt des entiers naturels non nuls. 
Il existe alors : 
— un unique polynôme E € R[X|, 
— une unique famille (aix)1<i<pi<k<r;, de nombres réels, 
— une unique famille de couples (by, Cjr)i<j<an<iss; de nombres réels 
tels que 


ba X + c; 
FE D (Sn D 'OE D. 60 


1<i<p k=1 1<j<gq 
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Cette écriture est encore appelée décomposition de la fraction rationnelle F 
en éléments simples de R(X). 
— Le polynôme E s’appelle la partie entière de F'. C’est le quotient de la 
division euclidienne de P par Q. 


— L'expression 
er Er x 


s'appelle la partie principale relative au pôle @;, et chaque fraction 
ik 
(X — a;)F 


rationnelle est dite élément simple de première espèce, 


— l'expression 


Da + Rx A 


s’appelle la partie rincipale relative au trinôme X? + B;X + y;, et 
bi X + Ci 


chaque fraction rationnelle 
4 (X2 + B;X +5) 


est dite élément simple 


de seconde espèce. 


A titre d’exemple, déterminons la décomposition en éléments simples de 
R(X) de la fraction rationnelle qui s’écrit : 


P __ XS$-X#+2X +2 
Q X1-2X83+2X2-2X +1 


Tout d’abord, en remarquant que 1 est zéro double de ©, on déduit sans 
peine la factorisation : 


F = 


Q=(X-1) (X? +1). 


En vérifiant ensuite que 1 n’est pas zéro de P et que P n’est pas divisible 
par X? +1, on peut affirmer que F est irréductible. 


Puisque deg(P) > deg(Q), F possède une partie entière non nulle. La 
division euclidienne de P par Q s'écrit : 


XS—X°+2X +2—(X1-2X$ + 2X7 -2X +1)(X +1)+3X +1, 
d’où l’on déduit 


XS—-X4+2X +2 X 
F = À TX FA 2 gong SX #1 
X4-2X3+2X2-2X +1 X4—-92X8+2X2-2X +1 
La partie entière de Fest donc E = X +1. La fraction rationnelle 
X +1 3X +1 
G= SX + : + 


X4—-2X3+2X2-2X +1 (X—-1)(X2+1) 
(dont la partie entière est nulle) possède une décomposition en éléments 
simples qui s’écrit 

3X +1 ___ & a) b1X + bo 


mn xt mt (O1 
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où a1,a2,b1,b2 sont des nombres réels à déterminer. Multiplions chaque 
membre de 3.7 par (X — 1)°. Il vient : 


3X +1 (b1X + b2)(X — 1)° 
——— = a (X — 1 = 3. 
(X2 +1) a ( }+a2+ X2+1 (8.8) 
Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.8 et écrivons qu’elles coïncident en 1. On obtient immédiatement 
a2 = 2, et donc, 


SX+1 __ æ , 2 bi X + bo G°) 
(X —1)2(X2+1) X—-1 (X-1) X2+1- L 
Multiplions ensuite chaque membre de 3.9 par X. Il vient : 
X?+X X 2X X? X 
3X*° + a] bi X* + b2 (3.10) 


(X=1P(X2+D X=1 {xX-1ÿ tt 2H 


Ecrivons que les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.10 ont même limite en +co. On en déduit aisément 


a + b1 = 0. 


Enfin, en écrivant que les fonctions rationnelles associées à chacun des 
membres de 3.9 coïncident en 0 et en -1, on tire successivement : 


3 
d —-C =1 et m+h-a=s. 


La résolution du système : 


ay <+b1 =0 
a —-b=1 (3.11) 
ay —+b1 — b2 = 3 
fournit l ; 3 
US; b1 = 3 et = —S. 
Finalement : 
1 2 X —3 


FaA+I En À ip 22 D 


Remarquons que 
e si F = — est une fraction rationnelle irréductible de R(X) dont a est 


un pôle simple, on peut utiliser une formule identique à celle proposée 
dans la Proposition 39 pour calculer le coefficient a de l’élément +, 
à savoir : L 
__P(a) 

Q '(a) 





a 
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Dans le cas où a est un pôle multiple d’ordre assez élevé, il est commode 
de recourir à une méthode utilisant la division des polynômes suivant 
les puissances croissantes (cf. appendice du Chapitre 2). Ainsi, si F = 


P 
Q est une fraction rationnelle irréductible de R(X) dont 0 est un pôle 


multiple d'ordre n, on a Q = X"S$, où S(0) 7 0. La décomposition de 
F en éléments simples de R(X) s'écrit alors : 
P &@] R { 
CTI UE ++ où RER[X|. 
Par suite, 
= (an +... +aX" DS + X°R. 


Cette écriture montre alors (cf. Théorème 7) que a, +.….+a1 X""1 n’est 
autre que le quotient de la division suivant les puissances croissantes à 
l’ordre n — 1, du polynôme P par le polynôme S et que R est le reste de 
cette division. On obtient ainsi les coefficients de la partie principale 
relative au pôle O. 

Si F = o est une fraction rationnelle irréductible de R(X) dont a est 
un pôle multiple d’ordre n, on a Q = (X — a)"S, où S(a) # 0. Pour 
déterminer les coefficients de la partie principale relative à ce pôle, on 
effectue le changement d’indéterminée ŸY — X — & et on se ramène au 
cas précédent. 
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3.2 Exercices 


Exercice 80 Mettre sous forme irréductible les fractions rationnelles de R(X) 
suivantes : 


__(X-1}$ __XS+X$ 
1) F=- PE] 2) G— LENS 
Solution. — 
1. Ona X$—-1—(X—1)(X?+ X +1). Par suite, 
_1ÿ3 __ 112 
F— (X — 1) (X — 1) 


(X=1X?+X +1) X2FX+1 
Cette dernière écriture est visiblement la forme irréductible cherchée, 


puisque X? + X + 1 est un polynôme du second degré à discriminant 
strictement négatif, donc irréductible dans R[X|. 


2. Ona X°+X3 = XS(X?+1)et X4-—1—(X2-1)(X2+1). Par suite, 
CXS+XS  XS(X24+1) X$ X$ 
OX4-1  (X2-1)(X2+1) X2-1 (X—-1)(X +1) 

Cette dernière écriture est la forme irréductible cherchée car les po- 
lynômes X,X — 1,X + 1 étant irréductibles dans R[X|, X° et (X — 
1)(X + 1) sont premiers entre eux. 


Exercice 81 Mettre sous forme irréductible les fractions rationnelles de C(X) 
suivantes : 





X?+1 X?+i 
1) F= = ———— 
: ) X2+2iX —1 ) G X4+1 
Solution. — 
1. Ona X?+1—(X-—:i)(X +i)et X?+2iX — 1 = (X +i)?. Par suite, 
pi _X+1 _(KX-MX+i _ Xi 
UOX24+2X —1 (X+iÿ -X+i 


Cette dernière écriture est la forme irréductible cherchée car l'écriture 
4 —i 
X — i)- X +i)— = 
( i) 5 + (X +i) 5 1 


est une identité de BEZOUT prouvant que X —i et X +1 sont premiers 
entre eux. 


2. Ona X4+1—(X?2-—5:)(X2 +5). Par suite, 
OX? + X?+i 1. 
OX4+1 (X2-—-i)(X2+i) X2-—i 


ce qui est de toute évidence la forme irréductible cherchée. 
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Exercice 82 Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments 
simples de C(X), puis en éléments simples de R(X). 


1 XS+6X$-92X2+X 


1) FE: D = 5xs 2x7 3x 72 


Solution. — 
1. Il est clair que F est une fraction irréductible. Les zéros du polynôme 
X? + 1 étant à et —i, la factorisation de (X? + 1)? s’écrit : 


(X? +1)? = (X — à) (X + i)?. 
Le degré du numérateur étant strictement inférieur à celui du déno- 


minateur, la partie entière de la fraction rationnelle F' est nulle et la 
décomposition en éléments simples de C(X) de Fest de la forme : 


1 
_ (X—i)(X +i} 
a1 a bi bo 


xt xp xXHi Xp 


F' 
(3.12) 


où, &1,a2,b1 et b2 sont des nombres complexes. D'autre part, il est 
facile de voir que la fraction rationnelle F' vérifie F(—X) = F(X). Or, 


(#41 a2 b: bo 
FX) = 1 4 LL 7 
nes rs 2 RES 2 RES 2 
__ —@1 a) —01 ba 
Xi rm tx it x 
L’unicité de la décomposition implique alors b1 — —a1 et b2 — a, de 
sorte que 3.12 s'écrit : 
1 
E = >" —— 
— j)2 :\2 
(X — 3)2(X + à) (3.13) 
ai a2 —@] a2 
try nt yat y 
X—-i (X-i) X+i (X+i) 
Multiplions chaque membre de 3.13 par (X — i)?. Il vient : 
1 —a(X — iÿ? X — i}? 
Tux + a+ AN BAT (319 


(X +i}? X +i (X +i)? 


Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 


de 3.14 et écrivons qu'elles coïncident en 4. On obtient 2e = 4 d’où : 


a = 1 
23: 
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Par suite, 
1 ai 1 —@1 1 
F = = > © — —————— , (3.15 
(X2+1)2 X-—-i x -PtX+: A(X +i)? (8-15) 
Calculons maintenant F(0) à l’aide de 3.15. Il vient : 
a 1 —@Q1 1 
1=— + + —— + 
—i + 4 + ( + 4 
d’où 
a =" 
1 rt 
Finalement, la décomposition de F en éléments simples de C(X) s'écrit : 
poid Li 1 


_4(X—-i) A(X-i) A(X+i) A(X +i) 


e Compte tenu de l’unicité de la décomposition d’une fraction ra- 
tionnelle en éléments simples, et en remarquant que Fest un élément 
simple de seconde espèce de R(X), la décomposition de la fraction 
rationnelle F en éléments simples de R(X) n’est autre que : 


1 
F = GE +1 
2. Remarquons tout d’abord que 1 est un zéro évident du polynôme 
X5—-2X$ +2X°7 -3X +2. 
Ce dernier est donc divisible par X —1 et la division euclidienne s'écrit : 


XS—92XS+2X?-3X +2—(X —1)(X4+ X$ — X? + X +2). 


Nous remarquons ensuite que 1 est encore un zéro évident du polynôme 
X#+X%-X2+X +92, lequel est donc divisible par (X—1). Une nouvelle 
division euclidienne donne : 


X4+XS -X24X +2 (X —1)(X$ +2X? + X +2). 
Nous remarquons encore que —2 est un zéro du polynôme 
XS+2X?+X +2, 
qui par suite est divisible par X + 2, et on a : 
XS+2X?+X +2—(X +2)(X? +1). 


Les zéros du polynôme X? + 1 étant à et —i, la factorisation du poly- 
nôme 
X$S—2X$+2X?-3X +02 
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s'écrit : 
XS—2XS+F2X?-3X +2—(X —1)/(X +2)(X —i)(X +i). (3.16) 


Nous vérifions aisément que 1 et —2 ne sont pas des zéros du polynôme 
XS+6X%-2X?+X et que ce dernier n’est pas divisible par X?+1. La 
fraction rationnelle G est donc irréductible. Le degré du numérateur 
étant supérieur ou égal à celui du dénominateur, la fraction rationnelle 
G possède une partie entière non nulle. La division euclidienne de X° + 
6X$ —2X?+ X par X5 — 2X3 + 2X? — 3X + 2 s'écrit : 


X°+6X%-2X?+X = 1(X9-2X$+2X7-3X+2)+8XŸ-A4X7+AX —2. 
La partie entière de G est donc E = 1 et G s'écrit : 


8X3-A4X2+4X —2 
CE 1455 550% 3% +0 (8.17) 


La fraction rationnelle : 


pi 8X"—AX/H+AX 2 | 8X$—-4X?+4X —2 

OX5—-2X84+92X2-3X +2 (X—-1)2(X +2)(X —i)(X +i) 
(dont la partie entière est nulle) possède une décomposition en éléments 
simples qui s'écrit : 


al a2 bi Ci di 


= +" Ù + à ——— 
x-1 1 tx+2 x it Xi 





(3.18) 


où, 41, &2, b1, C1 et c2 sont des nombres complexes. Multiplions chaque 
membre de 3.18 par (X — 1)’. Il vient : 


8X3—AX?2+AX —2 b1(X — 1)? a (X — 1)? di(X — 1)?) 
TE = u(X —1 A ot ANT Vo RAT out er AE À 
EDS 2 RL RAR ES 2 ES 2er X+i 
Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des 
membres de l'identité ci-dessus et écrivons qu’elles coïncident en 1. On 
obtient : 


8—-4—-4—-2 
——  — — QG), d'où a=l. 
De même, multiplions chaque membre de 3.17 par X + 2. Il vient : 
8X3—-4X?2+4X —2 X +2 1 X +2) di(X +2 
+ __æ( + 2) ++ 2 + ), 1(X + ) 


(X=DAX-DX +0) X-1 ‘(X-1ÿ Xi 7 X+i 


Considérons encore les fonctions rationnelles associées à chacun des 
membres de l'identité ci-dessus et écrivons qu’elles coïncident en —2. 


On obtient : 
—64 — 16 —-8 —-2 
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d’où 
b1 = —2. 


En multipliant ensuite chaque membre de 3.17 par À — à et en écri- 
vant que les fonctions rationnelles associées à chacun des membres de 
l'identité obtenue coïncident en à, on obtient 
i 
C1 = —=. 
1 2 

Enfin, en multipliant chaque membre de 3.17 par À — à et en écri- 
vant que les fonctions rationnelles associées à chacun des membres. de 
l'identité obtenue coïncident en —i, on obtient 


1 
di = =. 
172 
La décomposition de H en éléments simples de C(X) s’écrit mainte- 
nant : 
8X$—AX?+AX -2 a 1 2 î î 


XS-2XS+2X2-3X +2 X-1'(X-12 X+2 AX-D AX+Ù 
En calculant H(0) à l’aide de l’identité ci-dessus, on obtient : 


1 1 
—l=-a+1-1+2+- 
ai + +5+s 


d’où 
da — 2. 


Finalement, la décomposition de F' en éléments simples de C(X) s'écrit : 


— 1 2 i ( 
= ] — © ——————— + ———— (3.1 
CE x 5 x32 20-95 4x0 PM) 
e Pour obtenir la décomposition de la fraction rationnelle G en élé- 
ments simples de R(X), il suffit dans l'identité 3.19 d’effectuer le calcul 
suivant : 


___ i _ —i(X +i) +4i(X — à) 1 
2(X — à) TAX+FD — AX—iX+i)  X2+1 





1 
La fraction rationnelle XIxI étant un élément simple (de seconde 
espèce) de R(X), la décomposition de la fraction rationnelle G en élé- 
ments simples de R(X) est donc : 
= 1 2 1 


CES y xt ri 
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Exercice 83 Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments 
simples de R(X) : 


1 7 


DFE 9 CGT 


Solution. — 
1. Il est clair que F est une fraction irréductible. Pour décomposer X4+ 4 
en produit de polynômes irréductibles de R[X], écrivons : 


X#+4=X#+4X7+4-4X?=(X2 +2) - 4x? 
= (X2+92X +2)(X? — 2X +2). 


Le degré du numérateur étant strictement inférieur à celui du déno- 
minateur, la partie entière de la fraction rationnelle F est nulle et la 
décomposition en éléments simples de R(X) de Fest de la forme : 


1 ai X + a bi X + bo 


EE = —  —_——————— ———————_—— 
(X2+2X +2)(X2—-2X +2) (X2+2X +2) (X2-2X +2) 


où, «1, @2, b1 et b2 sont des nombres réels. D’autre part, il est facile de 
voir que la fraction rationnelle F vérifie F(—X) = F(X). Or, 


F(-X) = —a1 À + a2 —b1 À + bo 
 (X2-2X +2) (X2+2X +2) 
L’unicité de la décomposition implique alors bj = —a1 et b2 — a, de 


sorte que la décomposition de F s'écrit : 


1 : ai À + a —a1 À + a 
(X2+2X +2)(X2-2X +2) (X2+2X +2) (X2-2X +9) 
(3.20) 


Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de l'identité 3.20 et écrivons qu’elles coïncident en 0. On obtient : 


d’où 
ap = —. 


à 


Considérons encore les fonctions rationnelles associées à chacun des 
membres de 3.20 et écrivons qu’elles coïncident en 1. On obtient : 


1 a+} 1 
5 5 AT 
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d’où 

41 — 8’ 
La décomposition de la fraction rationnelle F en éléments simples de 
R(X) est donc : 


1 1 1 1 
(X2+2X +2) (X2-2X +2) 
2. Pour décomposer Q = (X + 1)° — X7 — 1 en produit de polynômes 
irréductibles de R[X], écrivons : 


Q=XT+7X6 + 21X$ + 35X4 + 35X$ + 21X? + 7X +1— X7—1 
= TX(XS +3X4 + 5X$ + 5X? + 3X +1). 


Remarquons que —1 est un zéro du polynôme X°+3X4+5X3+5X2+ 
3X +1. Ce dernier est donc divisible par X +1 et la division euclidienne 
s'écrit : 


XS+3X4+5X%+5X2+3X +1 = (X+1)(X4+2X$+3X2+2X +1). 


Le polynôme X4+2X%+3X?+2X + 1, étant de degré 4, ce n’est pas 
un polynôme irréductible de R[X]. L'étude des variations de la fonction 
polynôme associée montre facilement que cette fonction est strictement 
positive, ce qui prouve que le polynôme X4 + 2X% + 3X2+2X +1 
ne possède pas de zéro réel. Par suite, X4 + 2X3 + 3X2 + 2X + 1 est 
le produit de deux polynômes de degré 2 à discriminant négatif. En 
cherchant alors à l’écrire sous la forme 


X+2XŸ+38X2+2X +1—=(X?+aXx +1)(X?+bX +1), (3.21) 


on montre sans peine en identifiant les coefficients des polynômes qui 
figurent dans chacun des membres de 3.21 que a = b — 1. Par suite, 


XT+92X$4+3X?+92X +1—(X?+X +1). (3.22) 


Notons qu’une méthode plus astucieuse eut été de remarquer que 
le nombre complexe j est un zéro évident de Q, considéré comme 
polynôme de C[X]. Donc, compte tenu de 2, j est un zéro de X“ + 
2X3+3X?2+2X +1. Or, ce dernier polynôme étant à coefficient réels, 
j est également un zéro de ce polynôme, qui par suite est divisible 
par (X—3j)(X—3j) = X?2+X +1. Une division euclidienne donne alors 
immédiatement 3.22. 
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Par suite, Q = 7X(X +1)(X? + X +1}, et 


7 
7X(X + Da + X + 1)? (3.23) 
7 X(X FI)(X2 + X +1) 


Il est clair que G est une fraction irréductible. D'autre part, le degré 
du numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur, la 
partie entière de la fraction rationnelle G est nulle et sa décomposition 
en éléments simples de R(X) s’écrit : 


G — 


1 
CE XD + x + 1P 3 4 
a, b: + C1 À + © di X + do (8. ) 





X X+1 X2+X+1 (X?2+X +1)? 


où, @1,01,C1, C2, d1 et d2 sont des nombres réels. Multiplions chaque 
membre de l'identité ci-dessus par X. Il vient : 


1 _ q+ b1X + C1 X? + co dX? + do X 
(XHDX2+X+I) UX+1 X?HX+1 (X2+X +1) 
(3.25) 


Considérons alors les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.25 et écrivons qu’elles coïncident en 1. On obtient 


a = 1. 


De même, multiplions chaque membre de 3.24 par X + 1. Il vient : 


1 _X+ L (ax + &)(X +1) (diX + d2)(X +1) 
X(X2+X+1 XX UT X2+FX+1 (X2+X +1) 
(3.26) 


Considérons les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.26 et écrivons qu’elles coïncident en —1. On obtient 


bi = —1. 


Multiplions de nouveau chaque membre de 3.24 par (X? + X +1)2. Il 
vient : 

2 2 2 2 
CEST = CT (ou X +02) XX HT) da 

(3.27) 

Les fractions rationnelles de R(X) qui figurent dans chacun des membres 
de l’identité ci-dessus peuvent un instant être considérées comme des 
fractions rationnelles de C(X). Ecrivons alors que les fonctions ration- 


nelles qui y sont associées coïncident en 7. On obtient : 


1 
= dj+do, d'où dj+d2=-—=— = —I1, 
1J T @2 1J T @2 P+j 





1 
jG +1) 


3.2. EXERCICES 137 


et en égalant parties réelles et imaginaires, 


di = 0 et do = —1. 


Par suite, 
G= 1 
_ X(X+1)(X2+X +1)? 3 98 
121, GA te 1 28) 
OX X+1 X2+X+1 (X2+X +1) 
Multiplions de nouveau chaque membre de 3.28 par X. Il vient : 
1 XX + XX 
(X+1)(X2+X +1)  X+1 X2+X+1 (X2+X +1) 
(3.29) 


Ecrivons maintenant que les fonctions rationnelles associées à chacun 
des membres de 3.29 ont même limite en +oco. On en déduit aisément 
C1 — 0. 

Il suffit enfin d’écrire que les fonctions rationnelles associées à chacun 
des membres de 3.28 coïncident en 1 pour obtenir : 


C2 1 
F3 9 
d’où 

C2 — — 1. 


Finalement, la décomposition de la fraction rationnelle & en éléments 
simples de R(X) s'écrit : 
1 1 1 1 


CE x x MIX TI DPF X F1) 


Exercice 84 Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments 
simples de R(X) : 


X? XS 


D'F- (X2+ 1200? 2) G- (X2+1)2(X2+2X +1) 
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Solution. — 
1. Le polynôme X? + 1 étant irréductible dans R[X] et n'étant pas un 
diviseur de X?, il est clair que F est une fraction irréductible de R(X). 
Le degré du numérateur étant strictement inférieur à celui du déno- 
minateur, la partie entière de la fraction rationnelle F' est nulle et sa 
décomposition en éléments simples de R(X) s'écrit : 


X? __&Â +01 a2X + bo + a2011X + b2011 


F = (X?2 + 1)2011 EE X2 + 1 + (X2 + 1)? * (X2 + 1)2011 ? 


ce qui est peu encourageant. 


Ecrivons alors judicieusement : 


r-X"+1-1 
_ (X2+1)20n1 
__. X?2+#1 1 
 (X2+1)200 (X2 + 1)2011 
: 1 1 
_ (X2+1)2010 = (X2 + 1)2011 

1 1 
Les fractions rationnelles — et + Dan étant des élé- 


(X2 + 192010 
ments simples de seconde espèce de R(X), nous pouvons affirmer, 
compte tenu de l’unicité de la décomposition d’une fraction rationnelle 
en éléments simples, que celle de F s'écrit : 


1 1 


F= (X2+1)2010 (X2+1)201 


2. Il est clair que G est une fraction irréductible. D’autre part, 
Q = (X?2+1) (X?7+2X +1) = XÉ+2X$+3X4+AXS+3X2+2X +1. 


Le degré du numérateur étant supérieur ou égal à celui du dénomina- 
teur, la fraction rationnelle G& possède une partie entière non nulle. La 
division euclidienne de X6 par X6+2XS5+3X4+4X84+3X24+9X +1 
s'écrit : 

X$—1(X$ +2X$ +3X4+4X$ + 3X? + 2X +1) 


3.30 
—2X5-3X4-4X$-3X2-92X — 1. (8-30) 


La partie entière de G est donc E = 1 et G s’écrit (en remarquant que 
X?+2X +1—=(X+1)): 


—2X5-3X1-4X3-3X2-92X - 1 


G=1+ (X + D2(X2 +1) 


(3.31) 
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La fraction rationnelle : 


—2X5 - 3X4-AXS-3X2-92X - 1 


H = (X + 1)2(X2 + 12 


(dont la partie entière est nulle) possède une décomposition en éléments 
simples de R(X) qui s’écrit : 


—2X$-3XT-A4XŸ-3X7-2X -1  « , __@ 
(X2 +1)2(X +1)? _X+1 (X+1}ÿ 
b1X +b X 
LISTE, ATe. 
X2+1  (X2+1) 
(3.32) 


Où &@1,@2, 01,02, C1 et c2 sont des nombres réels. Multiplions chaque 
membre de 3.32 par (X +1)°. Puis, en considérant les fonctions ration- 
nelles associées à chacun des membres de l'identité obtenue, écrivons 
qu’elles coïncident en —1. On obtient : 


2—3+4—-3+2-1] 


À 3 


d’où 
_ 1 
a) — 2: 
Multiplions de nouveau chaque membre de 3.32 par (X?+1)?. Les frac- 
tions rationnelles de R(X) qui figurent dans chacun des membres de 
l'identité obtenue peuvent un instant être considérées comme des frac- 
tions rationnelles de C(X). Ecrivons alors que les fonctions rationnelles 


qui y sont associées coïncident en 1. On obtient : 


—2—-3+41+3—-21—1 


9 = C1? + C2; 
d’où | 

5 = C11 + C2, 
et en égalant parties réelles et imaginaires, 

1 
C1 = 2 et co = 0. 
Par suite, 
—2X$ -3XT-AX$-3X?-2X 1 a 4 1 
(X2+1)2(X +1)? _X+1 4(X+1} 
n bi X + ba X 


X2+1  2(X2+1)2 
(3.33) 
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Considérons les fonctions rationnelles associées à chacun des membres 
de 3.33 et écrivons qu’elles coïncident en 0, puis en 1. On obtient 
successivement 


5 9 
ai + b2 = T4 et a1 + 01 + b2 — T2: (3.34) 
d’où l’on déduit 
b1 = —1. 


En multipliant ensuite chaque membre de 3.33 par X et en écrivant que 
les fonctions rationnelles associées à chacun des membres de l’identité 
obtenue ont même limite en co, on obtient encore 


1 — —]1, 
puis à l’aide de 3.34, 

bo = —1 

22: 


Finalement, la décomposition de la fraction rationnelle G en éléments 
simples de R(X) s’écrit : 


1 1 4X +1 X 


GEL TE tax 1) 4024 D 221 


Exercice 85 Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments 
simples de R(X) : 


1 1 


Dinar 7 x 


Solution. — 

1. Il est clair que Fest une fraction irréductible. D’autre part, le degré 
du numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur, la 
partie entière de la fraction rationnelle F est nulle et la décomposition 
de F en éléments simples de R(X) est de la forme : 


__ 4, 02, 43 , @4 , @s | di 
F-rtzitzstyit yet x 


où 41, &2, 43, &4, @5 et b. sont des nombres réels. Pour calculer a1, a2, a3, a4 
et as, c’est-à-dire déterminer la partie principale relative au pôle 0, ef- 
fectuons la division suivant les puissances croissantes à l’ordre 4 du 
polynôme 1 par le polynôme —2 + X. On obtient : 

1 1 1 1 


Cl 1, Lo Les La, LL, 
1e (SX EX EX EXD X) + EX, (3.36) 


(3.35) 
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On déduit alors de 3.36 : 
1 1 1 1 1 1 1 


XS(X 2)  2XS AXT BXS 16X2 32X  3AX 2) 
Cette écriture étant du type requis (cf. 3.35), l’unicité de la décom- 
position d’une fraction rationnelle en éléments simples nous permet 
d'affirmer que celle de F' n’est autre que : 


1 1 1 1 1 1 


F=-3x 1672 8x3 4x1 2x7 32(X —2) 


2. Il est clair que G est une fraction irréductible. D'autre part, le degré 
du numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur, la 
partie entière de la fraction rationnelle G est nulle et la décomposition 
de G en éléments simples de R(X) est de la forme : 

1 a] bi bo b3 ba bs 
XX =1P X' x 1 (X-1P (x -13 {XX 1) 
(3.37) 
Où @1,01,02,b3,b4 et b5 sont des nombres réels. Multiplions chaque 
membre de 3.37 par X. Puis, en considérant les fonctions rationnelles 
associées à chacun des membres de l’identité obtenue, écrivons qu'elles 
coïncident en 0. On obtient 


ai — —1. 


Pour calculer b1,b2,b3,b4 et b5, commençons par effectuer le change- 
ment d’indéterminée ŸY = X — 1, d’où À = Ÿ + 1. Ecrivons ensuite 
la division suivant les puissances croissantes à l’ordre 4 du polynôme 1 
par le polynôme 1 + Y. On obtient : 


1=(-Y+Y-YS+YSO+Y)-YS. (3.38) 


On déduit alors de 3.38 : 


RS 
YS(+Y) VS Y4 Y3 Y2 Y 1+Y’ 


soit, en revenant à l’indéterminée X, 


1 1 1 1 1 1 1 


XX 1)  (X-13 (X=1M'(X=1R (X-1P X-1 X 


Cette écriture étant du type requis (cf. 3.37), l’unicité de la décom- 
position d’une fraction rationnelle en éléments simples nous permet 
d'affirmer que celle de G n’est autre que : 


1 1 1 1 1 1 


RS AS ET EE ST NE er er 
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Exercice 86 On considère les polynômes de R[X] qui s’écrivent : 
A = 2XS +19X° + 76X° + 157X° +165X +72 et B = X?+4X +5. 


Décomposer en éléments simples de R(X) la fraction rationnelle 


A 
F = Ba 
Solution. — Le polynôme B est du second degré et son discriminant est 


—4 < 0. C’est donc un polynôme irréductible de R[X]. En outre, la division 
euclidienne de À par B s'écrit : 


A = B(2X° + 11X? +22X + 14) — X +2. (3.39) 


Il en résulte que B ne divise pas À et donc que la fraction rationnelle F est 
irréductible. D’autre part, le degré du numérateur étant strictement inférieur 
à celui du dénominateur, la partie entière de la fraction rationnelle F est nulle 
et la décomposition de F en éléments simples de R(X) est de la forme : 


a X + a + b1 À + ba n À + © n di À + do 
X2+4X+5 (X2+4X +5) (X2+4X +58 (X2+4X +5){ 
(3.40) 
OÙ a, @2, O1, bo, C1, C2, d1 et d2 sont des nombres réels. Les méthodes classiques 
étant ici difficilement applicables, nous allons procéder de la façon suivante : 
l'écriture de la division euclidienne de À par B (cf. 3.39) implique 


A _ 2X°+11X"+22X +14 -X +2 


F — 








Bi Bi (3.41) 
La division euclidienne de 2X* + 11X? + 22X + 14 par B s'écrit 

2X$ +11X? +22X + 14 = B(2X +3) —1, (3.42) 
ce qui implique 

2X$+11X2+22X +14 2X 1 

2A° +ILA" +224 +14 2X +3 (3.43) 


B3 __ B2  B3 
Nous obtenons donc : 


A 2X+3 ]! —X +02 

HR ps + TH (3.44) 
Cette écriture étant du type requis (cf. 3.40), l’unicité de la décomposition 
d’une fraction rationnelle en éléments simples nous permet d'affirmer que 


celle de F° n’est autre que : 


2X +3 1 —X +2 


F= (X2+4X +5) (X2+4X +5) + (X2+4X +5)4 
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Exercice 87 Soit n € N*. Décomposer en éléments simples de R(X) la frac- 


tion rationnelle 1 


FX =D 


Solution. — Il est clair que F est irréductible. D’autre part, le degré du 
numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur, la partie 
entière de la fraction rationnelle F est nulle et la décomposition de F'en 
éléments simples de R(X) est de la forme : 








Lu, Gn=1 4 On, 

Fast tetsnr tonte (3.45) 
Ecrivons alors judicieusement : 

1 1— X7 + X7 1— X7 1 

FE xD xD xx -n'x-1 (64 
Or, 
1—-X"=(1-X)A+X+..+XT2+ XP, 

Par suite, 


(—X)(A+X+..+xXr2+ x) 1 
= —© © —— + 


F X"(X —1) X-—1 
_—1-X-...-Xm2- x 1 
XD 
__ 1 1 1 1 1 

TX XI OX XXI 


Cette écriture étant du type requis (cf. 3.45), l’unicité de la décomposition 
d’une fraction rationnelle en éléments simples nous permet d'affirmer que 
celle de F' n’est autre que : 

1 1 1 1 1 


DS AS CS CES CS Est 
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